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《张宇考研数学基础30讲》严格按照最新《全国硕士研究生招生考试数学考试大纲》编写， 是真

正意义上的考研数学基础阶段辅导用书，根据考研数学命题的趋势，并结合每 一届使用本书的考生反馈，

本书的2025版做了较大幅度的修改和完善，旨在帮助考生建立完整科学的考研数学基础知识结构体系，

打下坚实的考研数学基础。

本书分成三个分册：高等数学分册、线性代数分册、 概率论与数理统计分册。 其中高等数学分册

分为18讲、线性代数分册分为6讲、 概率论与数理统计分册分为6讲， 共30讲。 每 一讲由基础知识

结构、 基础内容精讲、 基础习题精练三大模块组成。其中， 基础内容精讲将知识点与例题完全结合在

一起， 即每讲一部分内容， 接下来就配套相应的例题， 可以帮助考生快速并深刻消化吸收所学内容。

《张宇考研数学基础30讲》书课包是一套完整的考研数学基础阶段备考方案。 为帮助考生更好地

理解每 一个知识点， 我对本书做了系统讲解， 同学们扫描书中二维码即可快速定位对应知识点的视频

讲解。本书的内容是根据基础课程讲解整理出来的学习笔记， 我几乎把要说的话一句一句地写出来了，

只需要集中精力认真听即可， 帮助考生节省了做笔记的时间， 真正做到了书和课的完美结合。

我建议考生结合课程 反复研读本书直至字字搞懂、 句句通透并熟稳千心， 达到基础阶段的知识、

思路、 题型和方法皆会以清晰的结构呈现眼前的效果。 本书是我多年基础阶段教学经验的总结， 愿助

潜心研读者打好地基、 穷实基础， 勇禁考研数学高峰。

感谢命题专家们给予的支持、 帮助与指导， 感谢编辑老师们的辛勤工作和无私奉献， 感谢考生们

的努力和信任。

本书自出版以来， 承蒙考生厚爱， 在考研数学基础阶段起到了一定的积极作用。望各位不吝赐教，

多提意见与建议， 特此致谢！
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缸考研数学基础30讲．概率论与数理统计分册

概率的性质与公式

贝叶斯公式（逆概率公式）

事件的独立性和独立重复试验

事件的独立性

独立性的判定
== 

独立试验序列概型与n重伯努利概型

基础内容精讲

—、 基本概念

1.随机试验

如果一个试验满足以下三个条件：

(l) 试验可以在相同的条件下重复进行；

(2) 试验所有可能结果明确可知，且不止一个；

(3) 每一次试验会出现哪一个结果，事先并不能确定，

则称此试验为随机试验 ．

我们是通过研究随机试验来研究随机现象的，随机试验简称试验，用字母 E 或 E! ， E2 , … 表示．

［注】在不少情况下，不能确切知道某一随机试验的全部可能结果，但可以知道它不超出某个范

围 ． 这时，也可以用这个范围来作为该试验的全部可能结果的集合 ． 例如，需要记录某个城市一天的

交通事故数量，则试验结果将是非负整数x ． 无法确定x的可能取值的确切范围，但可以把这个范围

2
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笫 1讲随机事件与概车

取为 [O , + oo) ，它总能包含一切可能的试验结果 ， 尽管明知某些结果 ， 如 X > 1 0000 是不会出现的 ． 甚

至把这个范围取为（－ oo, + 00) 也无妨 ． 这里体现了一定的数学抽象 ， 它可以带来很大的方便 ．

2 . 随机事件

在一次试验中可能出现，也可能不出现的结果称为随机事件， 简称事件， 并用大写字母A, B,C等

表示 ． 将每次试验中一定发生的事件称为必然事件，记为 Q 每次试验中一定不发生的事件称为不可能

事件，记为 0.

【注］ 随机事件在一次试验中是否发生虽然不能事先确定 ， 但是在大量重复试验的情况下，它的

发生呈现出一定的规律性 ， 这门课程正是要研究这种规律性，考生应在学习这门课程后 ， 对此有较

为深刻的认识 ．

3. 样本空间

随机试验的每一个可能结果称为样本点，记为 Q 样本点的全体组成的集合称为样本空间 （ 或基本

事件空间 ），记为 Q ，即 Q ＝位） 由一个样本点构成的事件称为基本事件 随机事件A 总是由若干个

基本事件组成，即 A 是 Q的子集

4. 事件的关系与运算

(l) 关系

包含：如果事件A 发生必导致事件 B 发生， 则称事件 B 包含事件 A （或 A 被 B包含），记为 AcB

相等：如果Ac B且 B e A, 则称事件A 与 B 相等，记为A=B.A 与 B相等 ， 事实上也就是说， A

与 B 由一些完全相同的试验结果构成，它不过是同一事件表面上看起来不同的两个说法而已 ．

积（ 交 ） ： 称“事件A 与 B 同时发生”的事件为事件A 与 B 的积事件 （ 或交事件 ），记为AnB 或AB.

［注】 称 “ 有限个 （ 或可列个 ） 事件 A尸 4, … ， An(…)同时发生”的事件为事件 4, 4 , … , 

“立

心. .)的积事件 （ 或交事件 ）， 记为 n4 （ 或 n~).
i =I i =I 

相容 ： 若AB* 0 , 则称事件 A 和 B 相容 ．

互斥 ： 若 AB =0, 则称事件A 与 B 互不相容，也叫互斥 ．如果一些事件中任意两个事件都互斥，

则称这些事件是两两互斥的，或简称互斥的

和（并） ： 称“事件 A 与 B 至少有一个发生”的事件为事件 A 与 B 的和事件（或并事件），记为

AUB. 

【注］ 称 “有限个 （ 或可列个 ） 事件 4 , 4, … ， An(…)至少有一个发生 ＂ 的事件为事件 Al 'Ai, … ,

n“' 

An (…）的和事件 （ 或并事件 ）， 记为 UA, （ 或 LJ A; ) .
i =I i =I 

3 



缸考研数学基础30讲．概率论与数理统计分册

差：称
“

事件A发生而事件B不发生
”

的事件为事件A与B的差事件，记为A-B .

逆（对立）：称
“

事件A不发生
”

的事件为事件A的逆事件或对立事件，记为A.

由定义易知

A-B =A-AB =AB,

B =A 。 AB=0且AUB=Q.

对立事件一定是立禾相容事件，但立禾相
容事件禾一定是对立事件

n O3 

完备事件组：如果LJA;（或U4 ) =fl , 4Aj =0（对 一切l产l; l, 
j 

丿＝1,2,…, n七）），称有限个（或
i=I i=I 

可列个）事件A
1
,Ai,..·,A.(…）构成一个完备事件组 ．

文氏图：事件的关系与运算可以用文氏图形象地表示出来（见图1-1) ，图中的矩形表示必然事件fl.

｀｀三AUB A-8 AB 

三三尸
BCA A 

图1-1

AB=0 

(2)运算 ，

CD吸收律若AcB ,则AUB =B, AnB =A.

＠交换律 AUB =BUA, Ans =BnA.

＠结合律 (AUB)UC =AU(BUC), (Ans)nc =An(snc).

＠分配律 An(BUC) =(A ns)U (Anc), AU(Bnc) =(AUB)n (AUC),

An(B-C)=(AnB)-(Anc). 

＠对偶律（德·摩根律） 兀卫1 =Ans,万节仁AUE.

［注］（l）事件运算顺序约定为先进行逆运算，然后进行交运算 ，最后进行并或差运算 ．

(2) 事件的关系、运算与集合的关系、运算相当，且具有相同的运算法则，所以我们可以对比着

理解记忆，并要学会用集合关系去考虑事件关系 ．

5.概率的定义

(1)描述性定义

通常将随机事件A发生的可能性大小的度拭（非负值）称为事件A发生的概率，记为P(A).

4
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笫 1讲随机事件与概率

(2) 统计性定义．

k 
在相同条件下做重复试验，事件A 出现的次数 K和总的试验次数 n 之比－称为事件A 在这 n 次试验

中出现的频率 ． 当试验次数 n 充分大时 ， 频率将“稳定“千某常数p.n 越大，频率偏离这个常数 p 的

可能性越小．这个常数p就称为事件A 的概率 ．

k 
［注】 (1) 概率的统计性定义实质上是说 ， 用频率－作为事件 A 的概率 P(A) 的估计其直观理解

n 

为某事件出现的可能性大小，可由其在多次重复试验中出现的频率去刻画 ．

(2) 从上述 (1) 可以看出 ， 频率只是概率的估计 ， 而非概率本身 ． 也就是说 ， 概率的统计性定义

是无法准确给出某事件的概率的 ， 其重要性主要基于以下两点 ．

CD它提供了估计概率的方法 比如在一批产品 中抽取样品 ， 来估计该批产品的合格率 （ 合格率是

客观的数据 ， 抽取样品计算出来的合格率只是一种估计 ）．

它提供了一种检验某结论是否正确的准则 ． 比如 ， 你说某批产品的合格率是 95% ， 我们做试验 ，

抽取样品进行计算 ， 得出的结果是合格率为 20% ， 远远低于你所说的 95% ， 于是毫不犹豫地拒绝你

的结论 ．

(3) 公理化定义．

设随机试验的样本空间为 Q，如果对每一个事件 A 都有一个确定的实数 P(A) ， 且事件函数 P(• )

满足 ：

心非负性 ： P(A诊 0;

＠规范性 ： P(n) = I ; 

＠可列可加性 ： 对任意可列个两两互不相容事件Al'4, … , A., … （即 A,A ; = 0 ,i'T"j;丿， i, j = I, 

2, ... ) ，有

停卢P(Ai) ，
则称 P（分为概率 ， P(A ) 为事件 A 的概率 ．

【注】 (I) 数学上所说的“公理”， 就是一些不加证明而承认的前提 ， 上述公理化定义只是界定了

概率这个概念所必须满足的一些一般性质 ， 它不解决具体场合下的概率计算．

(2) 概率 P(．)是事件的函数 ．

(3) 虽然公理化定义不解决具体场合下的概率计算 ， 但是我们却常常用它来判断某事件函数 p(.)

是否是概率 ， 这种题型在考研试题 中也是经常遇到的 ．

5 



陌考研数学基础30讲 ． 概率论与数理统计分册

二、 古典概型和几何概型

1. 古典概型

(I) 概念 ．

如果随机试验的样本空间满足：

心只有有限个样本点（基本事件）；

＠每个样本点（基本事件）发生的可能性都一样，

则称随机试验的概率模型为古典概型 ．

如果古典概型的基本事件总数为n'事件A包含k个基本事件，也叫作有利千A的基本事件为K个，

则A的概率为

k 事件A所含基本事件的个数
P(A) =:: = 

n 基本事件总数

由上式计算得出的概率称为A的古典概率 ．

【注］计算的关键是基本事件、样本空间的选定以及基本事件数的计算 ．

计数方法常用的有三种 ．

(1)列举法（直接数数法）：基本事件数不多时常用这种方法 ．

(2)集合对应法：O加法原理—一－完成一件事有n类办法 ， 第一 类办法中有m1 种方法，第二类办

法中有m2 种方法，．．…，第n类办法中有m“ 种方法，则完成此事共有汇mi 种方法 ．

'＝1 

＠乘法原理－�完成一件事有 n个步骤，第一步有ml 种方法，第二步有m2 种方法，．．．．．．，第n

步有m“ 种方法，则完成此事共有 IIm，种方法．
i=l 

＠排列－从n 个不同的元素中取出m(,s;;n) 个元素，并按照一定顺序排成一列，叫作排列 ． 所

有排列的个数叫作排列数，记作

pnm = n(n-l)(n-2)…（n-m +I)= n!
(n-m)! 

n! 
当 m = n 时，Pn =—=n! ，叫作全排列 ．" O! 

＠组合一�从n个不同的元素中取出m(,s;n)个元素，并成一组，叫作组合 ． 所有组合的个数叫

作组合数，记作
c: =

n! 
m!(n-m)! 

c
m pnm

＝ 

n m. ，
c

.. ＝C”m 

” “

O!=l 
C0 =I 

＂ 
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第 1讲 随机事件与概率

(3) 逆数法 ： 先求 A 中 的基本事件数 nA ， 用基本事件总数 n 减去 nA 便得 A 中的基本事件数，这种

方法常用于计算含有 “至少 ” 字样的事件的概率 ．

(2) 计算方法 ．

心随机分配问题．

随机分配也叫随机占位，突出一个“放”字，即将 n 个可辨质点随机地分配到 N个盒子中，区分

每盒可以容纳任意多个质点和最多可以容纳一个质点，不同分法的总数如表所示

分配方式 不同分法的总数

每盒容纳任意多个质点 Nn （见注CD)

每盒容纳至多一个质点 P;=N(N- 1) • … • (N - n + I ) （见注＠）

【注 l CD每个质点均可放到 N个盒子中的任何一个 ， 即有 N种放法，于是 n 个可辨质点放到 N

个盒子 中共有 Nn 种不同放法

＠质点可辨 ， 且一个盒子至多容纳一个质点，故 n 个质点放到 N(N ~ n ) 个盒子中的所有不同放

法即从 N个元素中选取 n 个元素的排列数 PZ .

■砂DII 将 n 个球随机放入 N(n ~N) 个盒子中 ， 每个盒子可以放任意多个球．求下列事件的

概率 ： A ＝｛某指定 n 个盒子各有一球｝ ； B ＝｛恰有 n 个盒子各有一球｝ ； C＝｛指定 k(k ~ n ) 个盒子各

有一球｝．

解 这是随机占位的问题，设 n 个球， N个盒子是可分辨的（例如编号），由于每个盒子可以放

任意多个球，因此每个球都有 N种不同的放置方法将 n 个球随机放入 N个盒子的一种放法作为基本

事件，则基本事件总数为 N" ．事件 A 所含的基本事件是 n 个不同球的一种排列，故

nA = n!, P(A) =— . 
贮禁指定'1个 只令此一种 ·t合，吃

Nn 

事件 B 中的基本事件可以设想为先从 N个盒子中选出 n 个（共有 c~种不同选法） ， 而后把 n 个球

随机放入这 n 个盒子中，每盒一球（共有 n ! 种不同放法），因此 B 中基本事件数

广 一n8 = C~• n', P(B ) ＝三江 ．t合和个 有 c~，种“
Nn. 

事件 C 的基本事件可以设想为先从 n 个球中选出 k 个球（有 C" 种不同选法），再将这 K个球随

机放入指定的 K个盒子中 ， 每盒一球（有 k! 种不同放法），最后将余下的 n - k个球随机放入其余的

N- k个盒子中，每个球都有 N- k种放置方法，因此共有 (N- k )n-k 种不同放法，故

nc = c : . k! (N-k)n-k, P(C) =~ = 
C中(N- k )" -* n! (N- k )n-k 

N”(n -K )!Nn . 

7 



昭考研数学基础30讲．概率论与数理统计分册

【注］ 许多问题的结构形式与分球入盒问题相同 ， 都属于随机占位问题 ． 例如生日问题 ( n 个人

生日 ， 相当千 n 个球随机放入 365 个盒子中，每盒可以放多个球） ； 住房分配问题 ( n 个人被分配到

N个房间中去 ， 每个房间可住多个人） ； 乘客下车问题（ n 个乘客在 N个车站下车的各种可能情况） ；

等等 ． 对这些问题的求解都可以用“将 n 个球等可能地投放到 N个盒子中＂的思路来考虑

比如 12 个人 {i)I' …， {i)i 2 回母校参加校庆 ， 每个人在 365 天 中 的哪一天出生等可能．令

4 =｛ 生日分别为每个月的第一天｝ ; 

Bl= ｛生日全不相同｝ ；互＝｛ 至少有两人生日相同 ｝ ; 

Cl= ｛ 有且仅有三个人的生日分别在劳动节、儿童节、中秋节｝ ，

则 Ai, B1, cl ，就对应着题中的 A, B, C, 只不过此时N=365, n = l2, k=3. 

＠简单随机抽样问题

设 Q =｛四 {i)2 ' … , {i)N ) 含 N个元素，称 Q为总体 ．如果各元素被抽到的可能性相同，则总体 Q的

抽样称作简单随机抽样，突出一个“取”字 ．

简单随机抽样分为先后有放回、先后无放回及任取这三种不同的方式．在每种抽样方式下各种不同

抽取方法（基本事件）的总数如表所示．

抽样方式 抽取法总数

先后有放回取 n 次 Nn （见注CD)

先后无放回取 n 次 氏＝N(N- 1 ) • … • (N- n + I ) （见注(2) )

任取 n个 g （见注＠）

【注】 CD既考虑抽到何元素 ， 又考虑各元素出现的顺序 ， 每次从 Q 中随意抽取一个元素，并在抽

取下一元素前将其放回 Q ， 于是每次都有 N个元素可被抽取，即有 N种抽取方法，抽取 n 次 ， 即 N" .

＠既考虑抽到何元素 ， 又考虑各元素出现的顺序，凡是抽出的元素均不再放回 Q , 于是每次抽

取时都比上一次少了一个元素，抽 n(n .;; N) 次 ， 即

PZ = N (N - 1) • …• (N -n + 1) . 

＠任取 n(n ,;; N)个是指一次性取 n个元素，相当于将 n 个元素无序且无放回地取走，其抽取法总

数为

c~ 
p n 

=-L 
n! 

.作j1111 袋中有 5 个球， 3 个白球， 2 个黑球．

( 1 ) 先后有放回取 2 个球；

8 



笫1讲 随机事件与概率

(2)先后无放回取2个球；

(3)任取2个球 ．

求取的2个球中至少1个是白球的概率

解 用对立事件思想，计算
”
两球全黑

＂
的种数， 再用总数减去它

(1) 5 2 -2 2 =21（种） ．

(2) 5 • 4-2 • I = I 8（种） ．

(3) C:－驾＝9（种） ．

下面计算概率

(1) 
5 2 -2 2 21

52 25
. 

(2) 
5•4-2•1 9 

＝ 

5 • 4 10 

(3) 5 

c2 —C
2 9 

＝ 

c; 10 
· 

【注】本题中的(2)与(3)概率相同， 如何理解？

2. 1 _ c� ．时 C
2

＝ ＝ 

s. 4 c;. P; c;' 
2 左边上下有序， 右边上下无序， 相当于把顺序

“
消掉

”
了， 故

“
先后无

放回取k个球
”

与
“

任取K个球
”

的概率相同 ． 由于(3)较方便， 因此计算（2)时， 可按(3)来计算 ．

■州，D111 袋中有100个球，40个白球，60个黑球．

(I)先后有放回取20个球， 求取出15个白球，5个黑球的概率；

(2)先后无放回取20个球， 求取出15个白球，5个黑球的概率；

(3)先后有放回取20个球， 求第20次取到白球的概率；

(4)先后无放回取20个球， 求第20次取到白球的概率 ．

解(1)P, =

40 15 • 605 • C总
100 20

(2)按照
“
任取20个球

＇
来计算， 即p尸 心C;

c20 
100 

40 2 2 
(3)p3

= —-=—（ 有放回取球， 每次抽取的样本空间没有变化，故每次取到白球的概率始终为－） ．
100 5 

(4)看作随机占位问题 ． 设有100个盒子， 每个盒子中放1个球， 则要求第20个盒子中放入白球即

可．故p4 =

C 40 
• 99! 40 2 =—= － ． 

100! 100 5 

9
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缸考研数学基础30讲．概率论与数理统计分册

【注】 P4 = PJ ． 例 1.3(4) 是抓阉模型 ， 即使无放回 ， 每次取到白球的概率也不会变 ， 可理解成依

概率摸球 ． 类比的例子 ：

O设有 100 个灰球 ， 白的成分 ： 黑的成分 ＝ 40: 60 , 每次取到球 中 白的成分是 40% ;

＠设有糖水 ， 糖的成分 ： 水的成分 ＝ 40 : 60 , 每次取一勺糖水 ， 取到糖的成分是 40%.

2 . 几何概型

如果随机试验的样本空间满足：

O样本空间（基本事件空间） Q是一个可度噩的有界区域；

＠每个样本点（基本事件）发生的可能性都一样， 即样本点落入 Q的某一可度量的子区域S的可能

性大小与 S的几何度盘成正比，而与 S的位置及形状无关，

- -则称随机试验的概率模型为几何概型 ． 令 I 例 天上拌馅饼

在几何概型随机试验中，如果 SA 是样本空间 Q的一个可度量的子区域，则事件A= ｛样本点落入

区域 SA } 的概率为

SA 的几何度址
P (A)= 

Q的几何度址

由上式计算得出的概率称为A 的几何概率．

【注】 古典概型与几何概型的区别 ： 基本事件有限、等可能发生的随机试验为古典概型； 基本事

件无限且具有几何度怔、等可能发生的随机试验为几何概型．

．网1111 在区间（0, I ) 中随机地取两个数， 则这两个数之差的绝对值小千 0.5 的概率为

解 应填 0.75.

设两个数分别为x,y, 则依题意 (x, y) 的取值范围为正方形区域D = ( (x, y) I 

0 < x <I, 0 < y < I) ．又 Ix- YI< 0.5, 则所在区域如图 1-2 中阴影部分所示，于是所。5

求概率为

12-0.52 
p= 

l 2 
= 0.75 . 

三、概率的性质与公式

心，用 Q表示一个人在8:00-9 :00之间进入教室，

1 . 性质 /7 A= { 8 : 30钊达教室｝．则 P(A) =T =O 

(I) 有界性：／对于任一事件A, 有 0< p（A)< 1 ， 且 P(0)= 0, P (Q ) = I. 

y 

X 

图 1-2

霎
【注】 P(A) =O, 不能断言 A =0; P(A ) = l , 不能断言 A= Q.

10 



笫 1讲随机事件与概率

(2) 单调性：设A,B 是两个事件， 若AcB, 则有

P(B-A)= P(B)- P(A), P(B),;, P(A) . 

2 . 公式

(1) 逆事件概率公式：对于任一事件A, 有 P（元＝ 1-P(A )

(2) 加法公式 ： 对千任意两个事件A, B , 有 P(AUB) = P(A) + P(B)- P(AB ) 

【注】 (1) 设 Al'4, 4 为任意三个事件，则有

P(A,U~U心＝P(A) +P凶）＋P(心－ P(A,~) - P(A,~)- P(~心＋P(A,~心

(2) 若 Al'4, …， A" 是两两互不相容的事件，则有

P(A,U~U…UA)=P(A)+P凶）＋…＋P(A,, )

(3) 减法公式 ： P(A-B ) =P(A ) -P(AB)= P (AB ) .

(4) 条件概率公式 ： 设 A, B 为任意两个事件，若P(A)> 0 , 我们称在已知事件 A 发生的条件下， 事

件 B 发生的概率为条件概率，记为 P(B I A ) ，且

P(B I A)= 
P(AB) 
P(A). 

【注】 (1) 条件概率 P(• I A ) 是概率，概率的一切性质和结论对条件概率都适用 ．

例如，

P(B I A) = 1-P(B I A), 

P[(B-C)I A ] =P(B I A) -P(BC I A), 

等等．

(2) 条件概率就是在一定的附加条件之下所计算的概率 ． 当说到“条件概率”时，总是指另外附

加了条件 ， 其形式可归结为＂巳知某事件发生了 ＂．

(5) 乘法公式：如果 P(A ) > 0, 则 P(AB ) = P(A)P (B I A) . 

一般地，对千 n > 2, 如果 P(A1Ai … An-I)> Q ' 则
令从今倍思想令 l

俐 一个衬 3 和三 P(A1Ai … An) = P(AI)P(Ai I Al)P(A3 I A1 Ai) • • • P(An I Al Ai …An-I ) • 
个小｛俞的欱事

n 

(6) 全概率公式：如果 LJ A; = Q , , A,Ai =0(i 产l; 1 ，丿 ＝ I , 2, … ， n ), P(A)> O , 则对任一事件B , 有
i=I 

~ LJ A,B, P(B) = f P(A,)P(B I A; ) 
存在 n = OO 的出形 '=I i=I 
尽 n

(7) 贝叶斯公式（又称逆概率公式 ）：如果 LJ A; = Q, A,A; = 0(i 产l. l ＇，丿 ＝ I, 2, ··· , n) , P(A)> O, 
i=I 

11 · 



缸一 考研数学基础30讲．概率论与数理统计分册

则对任一事件B , 只要 P(B)> O , 就有

P(A;I B)=
P(Aj)p (B | Aj )
n （丿＝ 1, 2, ··· , n).

LP（心P(B 凶）
i=1

【注】 全概率公式是用于计算某个“结果“B发生的可能性大小 ． 如果一个“结果“B 的发生总

是与多个“原因“4相联系，那么在计算 P(B ) 时 ， 我们一般这样处理：

B=BQ=B(9叶94B ,
然后应用全概率公式计算 P(B ) ，我们常称这种方法为全集分解法 ．如果在“结果“ B 发生的条件下 ，

探求导致这一”结果” 的各种“原因＂ ， 即 4发生的可能性大小 P(/41B) ， 则要应用贝叶斯公式 ．

·}唱埴东瞿l 设A, B为两个随机事件，则（

(A) P(AB)+P(五)< l

(C) P(A-B):s;; P(A)-P(B)

解 应选 (A).

) .

(B） P(AB)+P(石)> l

(D)P(AU B)+P(AUB)~ l

本题涉及事件之间的关系，由千ABcAUB , 即有 P(AB ):s;; P(A UB) ， 从而有

P(AB)~ P(AUB) = l - P(AU B) =I-P(AB),

即 P(AB)+P(AB)~ I ' 同时有

P(ALJ B)- P(AB) = P(AU B)+P（五）－ I = P(AUB)+P（入压） － 1;;:: 0,

即 P(A UB) +P(A UB):?o l,

知选项 (B) , (D) 不正确．又AB c B , 有 P(AB ).;; P(B ) ，从而有

P(A-B) =P(A)- P(AB)~ P(A) - P(B),

知选项 (C) 不正确，故本题选择 (A).

一 设随机事件A,B满足P(A)=P(B)= ~ 和 P(AU B) = l , 则有 （ ) .
2

(A) AUE = fl

(C) P(AUB)= l

解 应选 (C).

(B) AB =0

(D)P(A-B)= O

前面已经指出， P(A UB) = l 不能推出 AU B = n, 且 P(AB) = P(AUB)-P (A)-P(B) = O 不能推出

AB =0 ．故选项 (A),(B）不正确．

12

关注公众号：小小考研   获取更多考研资料



笫 1讲随机事件与概率

又 P(A - B) = P(A)- P(AB ) ＝；，选项 (D) 不正确从而P(AU B ) = P（五） ＝ 1 - P(AB ) = I , 选（C)

．网”僵 设
l l -

A, B ,C 是三个随机事件， A 与 C 互斥， P(AB ) = ~, P (C) =~，则 P(AB I C ) = 
2 3 

3 
解 应填 －

4 

因为 A 与 C互斥，所以 P(AC) = O ．又 ABCcAC, 所以 P(ABC)= O , 故

I 

P(AB I C) = 
P (ABC) _ P(AB)- P(ABC) _ 2 _ 3 

= = = -. 
P(C) 1- P(C) 1- .::. I 4 

3 

( 【注】 由于 AC = 0 , 则 ABC =0B =0 ，得到 P(ABC)= O .
、
/

■网”F． 已知 P(A)
I 

=-, p (B I A) 
l l 

=~, P(A I B ) =~，则 P(AU B ) = 
4 . 3 . 2 

I 
解 应填－．

3 

由乘法公式知

所以

l l l P(AB ) 1/ l2 1 
P(AB) = P(A)P (B I A)= ~ X ~=— , P(B)= =—=-

4 3 12'. ,- , P(A I B) I / 2 6' 

I I 
P(AU B) = P (A)+P(B)- P(AB) =..'... +..'... _ ____'.__ = ..'.... 

I I 

4 6 12 3 

．协＂切眉 某人给四位亲友各写一封信，然后随机地装入 4 个写好地址的信封中，且每个信封装

一封信 ．问：

(I) 4 封信都装对了的概率；

(2) 4 封信都装错了的概率

解 设事件从i= l ,2,3, 4 ) 为“第 i 封信装对了＂， 事件 A 为 “4 封信都装对了＂，事件 B 为 “4

封信都装错了＂．于是

( ! ) 

(2) 

P(A) = P(A1AiA3心＝ P(AI)P(Ai I Al)P(A3 I Al心P(A4 I A1 Ai心

I I I I I 
=-x-x-x-=— 

4 3 2 I 24 

P(B ) = P(A心 A3 儿） 稳戊祁农式 了百 － 4UB
－尸—

= l - PO A心A凶 ） ＝ 1 - P(AI UAi UA3 UA』

= I -I P (AI)+ p凶）＋P(A3) + P (A4 ) -

13 



缸考研数学基础30讲．概率论与数理统计分册

[P (A, Ai)+ P (A, ~) + P (A, A4) + P(Ai心＋P(Ai心＋P(~心］ ＋

[P (A,Ai~)+ P (A,AiA4) + P (A,~A4) + P (Ai~A4)]- P (A,Ai~A4)), 

l l l l l l l l 
其中 P(Ai) ＝－， p(AiAj) ＝ -X- ＝— , P(AiAjAk) ＝— X-X-=— (I ~ i , j , k 冬 4, i* 丿丑 k ) ，于是

4 4 3 12 4 3 2 24 

l _ l. I I 3 
P (B) = l - 4 x ~ + 6 x一 － 4 x—+—=－．

4 12 24 24 8 

【 注片题装信过程可看作无放回抽取信件 ，依次装入信封 ． 在计算第 (2) 问时 ， 直接计算较为困难 ，

这种情况下 ， 采用逆向思维方法求解问题更加简捷 . . 份旧"l. 从 I , 2 , 3, 4 中任取一个数，记为X，再从 1 , … ， X中任取一个数，记为 Y , 则

P{Y = 2) =_. 

13 
解 应填—48 . 

P{Y = 2} = P{ X = l}P{Y = 2 IX = !) + P{ X = 2)P{Y = 2 IX = 2) + 

P{ X = 3) P{ Y = 21 X = 3) + P{ X = 4) P{ Y = 21 X = 4) 

I _ I I I I I I 13 
=..:.x o +..:.x..:. +..:.x.::. +..:.x..:. ＝一．

4 4 2 4 3 4 4 48 

．协“”.l 一批产品有 10 个正品和 2 个次品 ， 任意抽取两次，每次抽一个，抽出后不再放回 ，

则第二次抽出的是次品的概率为

I 
解 应填－．

6 

记A,= ｛第 l 次取得次品｝， i = I , 2 ，则由已知得

2 1 10 5 1 2 
P(AI) ＝—=－， P（元）＝—＝－， P(Az I Al) = ~ 'P(Az I 元）＝－．

l 2 6 12 6 l l ll 

由全概率公式得P( ) 4 
I I 5 2 1 

= P (A,)P (Az I A1) + P(A1)P(Az 凶）＝－x—+－ x— = －
6 11 6 11 6 

［ 注 】 此例为抓阉模型 ： 有 12 个可辨产品放入 12 个格子 ， 每个格子放 1 个产品 ， 则放法总数为

cl . l • ll! l 
12!, 现只关注第 2 个格子放一个次品，则放法总数为 C长 1 • I I! ，故 p = 2 =－， 此过程与结

12! 6 

果表明 ， 从第 1 次到第 l2 次取到次品的概率均为 －， 即亦可用例 l.3(4) 的结论直接得出结果－
6 6 

·}网” 设有两批数批相同的零件，已知有一批产品全部合格 ， 另一批产品有 25％不合格从

两批产品中任取 1 只，经检验是正品，放回原处，并从原所在批次再取 l 只，求这只产品是次品的概率 ．

分析 两次抽取情况有不同之处 ， 第一次是在完全不知情的情况下等可能地从两批产品中抽取，

14 
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第二次是在第一次抽取产品并检验合格后，这时对所抽取是第一批还是第二批产品的概率已有计算 ，

因此计算要分两步走第一步：在已知抽取产品合格的条件下，计算抽取的是第一批还是第二批产品的

概率，属千贝叶斯概型；第二步 ： 事件”从第一批产品中抽取“和“从第二批产品中抽取“构成一个

完备事件组，计算第二次抽到次品的概率，属千全概率概型两个概型的复合，常常是该类题型的特点．

即有

解 设H;(i = I , 2) 为“第一次从第 1 批产品中抽取“, A 为”所取产品为正品”，则有

P(H l) = P(H2) ＝— , P(A 国）＝ I , P(Aj H 2)=:- , 

P(A) = P(H l)P(A I H I)+ P(H 2)P (A I H 2) =-;:;, 
8 

从而有

P(H l I A)= 
P(H l)P(A I H I) _ 4 

P (A) 7 

P(H 2 I A) = I - P(H l I A) = ~ 

又设 C凡＝ I , 2) 为“第二次从第 l批产品中抽取“，则有

P(Cl) = P(H I I A) =— , P(C2) = P(H 2 I A)=~, 

p（五）＝ P(C1)P(A I c1 ) + P(c 2)P(A I c 2) 

4 _ 3 I 3 
=....:.x o +.:.x..:.. =— 

7 - 7 4 28. 

四、事件的独立性和独立重复试验

1 . 事件的独立性

设A, B 为两个事件 ， 如果 P(AB ) = P(A)P(B ) ， 则称事件A 与 B 相互独立，简称A 与 B 独立 ．

［注］ 设 A尸 4 , …， A. 为 n(n ~ 2) 个事件 ， 如果对其中任意有限个事件 4, '42 , … , 4 k(2< k < 

n ) ， 有

P(4,42…A,,) = P (A,,)P (A,2)…P (A1.) , 

则称 n 个事件 Al , Ai , … , A” 相互独立 ．

考研中常考的是 n = 3 时的情形 ． 细致说来，设A), 4, 4 为三个事件 ， 若

P(A1Ai) = P(A1)P凶），

P(AI ~) = P(AI)P(~), 

(J-1) 

(1-2) 

15 
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P(~~ ) =P凶 ）P凶 ） ，

P(A1~~) = P(A1 )P体 ）P(~ ),

(1-3) 

(1-4) 

则称事件 AI '4, 4 相互独立 ． 当去掉上述 ( 1-4) 式后 ， 称只满足 ( 1-1 ) , (1-2), (1 -3 ) 式的 事件 Al '

4, 4 两两独立． 见例 1.13.

2. 独立性的判定

(*) 
(DA 与 B相互独立仁bA 与 B相互独立 <=> A 与 B相互独立 <=> A 与 B相互独立．

【注】 ( 1 ) 仅证 （＊）， 由 A , B 独立，有 P(AB) = P(A )P(B ) ， 于是

P(AB) = P(A)- P(AB) = P(A) - P(A)P(B ) 

=P(A)[I -P(B)]=P(A)P(B) , 

故 A, B 独立 ， 其余证明同理 ．

(2) 将相互独立的事件组中的任何几个事件换成各 自 的对立事件，所得的新事件组仍相互

独立 ．

＠对独立事件组不含相同事件作运算，得到的新事件组仍独立 ， 如 A , B ,C, D 相互独立， 则 AB

与 CD相互独立， A 与 BC-D相互独立

( 【注】 直接使用 ， 无须证明 ．
、
丿

＠若P(A) = O 或 P(A) = l , 则 A 与任意事件B相互独立 ． －—习禾可伲事件或必坒事件和位意事件独立．

［注】证明 若 P(A ) = O , 由 P(AB)~ P(A)~ P(A + B) ， 有 0 ~ P(AB) ~ P(A) = 0, 则 P(AB) = O ,

于是 P(A )P(B ) = P(AB) ; 

若P(A) = I, 则 P(A)=I-P(A)= O ' 又由 P(BA)~ P(A)~ P(A + B) ，有 O~ P(BA)~ P(A ) =O' 知

P(BA) =O' 又 P(BA) = P(B ) - P(AB ) ， 故 P(B ) = P(AB) ， 即 P(A )P(B) = P(AB) . 

3. 独立试验序列概型与 n重伯努利概型

在同样条件下独立重复地进行一系列完全相同的试验，即每次试验的可能结果及其发生的概率都

不变，每次试验是相互独立的，称这种重复试验序列的概率模型为独立试验序列概型 ． 如果每次试验只

有两个结果 A 与 A, 且在每次试验中 A 发生的概率都相等 （ 即 P(A) = p) ， 将这种试验独立重复 n 次，

则称这种试验的概率模型为 n重伯努利概型 ． 一——3
©每次试验只唷 A 与 A 面个结果．

＠每次试验A~ 生的概痒p = P(A ) 禾安．

＠试验独立重复进行 n 次

16 
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在第 2 讲中会看到，在 n 重伯努利概型中，事件 A 发生 K 次（只管次数，不论位置）的概率为

C扩 (I- p尸（k =O , I, … , n ) ， 且如果用X表示 n 重伯努利概型中事件A 发生的次数， 则X服从二项分

布 B(n , p ) . 

【注】 要善于判定独立试验序列概型 ， 只要题目 中 出现 “将 .. .... 重复进行 n 次“”对 ...... 重复观

察 n 次 ” 等字样 （ 注意要求每次试验只有两个结果 A 与 A) ， 或可以转换为 n 次独立重复试验概型的

问题 ， 这时都要考虑应用二项分布计算与之有关的事件的概率 ．

．网IIUIII 将一枚硬币独立地掷两次，引进事件 ： Al= ｛掷第一次出现正面｝， 4= ｛掷第二次出现

正面｝， 4= ｛正反面各出现一次｝， A4 =｛正面出现两次｝，则事件（ ) 

但

(A) A尸~,~相互独立

(C) Al,~,~ 两两独立

解 应选 (C).

由题设，根据古典概型，有

(B) Ai, ~, A4 相互独立

(D) Ai,~, A4 两两独立

P (AI) = P凶）＝ P凶）＝－，
I 

2 

l l l 
P(A1A.i) =-;, P(A1~) =-; , P(A.i心＝－ ，

4 4 4 

P(AIA,心＝ 0 * P(Al)P（心P句），

知 Al. Ai'Ai 两两独立，但Al, A,'A3 不相互独立．

又

AiA4 = 0, P(A4) = ¾, P(A3) = ½ • P (AiA4) = 0 * P（心P(A4),

知 A,, Ai, A4 不两两独立 ， 也不相互独立，故选择 (C) .

鄱灌m“' 对同一目标接连进行 3 次独立重复射击，
7 

假设至少命中目标一次的概率为－，则每次射
8 

击命中目标的概率p =—__．

I 
解 应填－．

2 

记事件4= ｛ 第 1 次命中目标）（i =! , 2, 3) 由条件知，事件 A1 , Ai,Ai 相互独立，且其概率均为p

已知进行 3 次独立重复射击，则至少命中目标一次的概率为

P(A心 A,U 心＝ 1 - P(元无加

= l - P（元）p（元）p（元）

17 
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由此得p =－ .
1 
2 

=1- (1-p)3 =- 7 

8 
, 

雪im瑾l 某人向同一目标独立重复射击，每次命中目标的概率为p(O < p < I ) ， 则此人第 4 次射

击恰好第二次命中目标的概率为（ ) . 

(A) 3p(l-p)2 

(C) 3矿 (I- p)2 

解 应选 (C).

(B) 6p(l-p)2 

(D) 6矿 (l- p )2 

依题设， 4 次射击，最后一次命中，前 3 次有一次命中 ． 若设前 3 次射击有 X次命中 ，则

X ~ B(3, p ) ，且有

P{X =l} =C~p(l- p )2. 

于是第 4 次射击恰好第二次命中目标的概率为 3矿 (1- p)2' 故选择 (C).

基础习题精练

[ 习题 ] 

1.1 设A, B,C是任意三个事件， 则下列选项中正确的是（ ) . 

(A) 若AUC=BUC , 则 A=B (B） 若 A- C = B -C, 则 A=B

(C) 若AC = BC , 则A=B(D)若AB=0且 AB =0, 则 A =B

1.2 设A 和 B是任意两个事件 ， 则下列两个命题， ( ) . 

颐P(A) =P(B), 则 A = B;

＠若P(AB)= O , 则 AB =0.

(A) CD正确，＠不正确

(C) O , ＠均正确

(B） O不正确，©正确

(D) O , ＠均不正确

1.3 考虑一元二次方程x2 + Bx+C = O, 其中 B, C分别是将一枚骰子接连抛两次先后出现的点数，

则该方程有实根的概率为（ ). 

1 9 1 7 1 5 13 
(A) — (B) — (C) — (D) — 

36 36 36 36 

1.4 甲口袋有 5 个白球、 3 个黑球，乙口袋有 4 个白球、 6 个黑球．从两个口袋中各任取一个球，

则取到的两个球颜色相同的概率为（ ). 

18 
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(A) 
19 

40 

21 
(B) — 

40 

l
-4 、

丿

c ( 
(D) 

9 

40 

1.5 设 A, B,C 为三个随机事件，且 A 与 C相互独立， B 与 C相互独立，则 AU B 与 C相互独立的

充分必要条件是( ). 

(A) A 与 B相互独旦

(C) AB 与 C相互独立

(8) A 与 B互不相容

(D) AB 与 C互不相容

1 5 
1.6 从 [O , 1 ] 中随机地取两个数，其积大于－，其和小于—的概率为

4 4 

1.7 已知事件 A, B 满足 P(AB ) = P(A n B ) ，记 P(A)=p , 则 P(B)=_.

1.8 巳知 P(A)=0.7, P(A- B)= 0.3 ，则 P(万? ) = 

1.9 已知 P(A) = 0.3, P (B ) = 0.4, P(AB ) = 0.5 , 则 P(B I AUB)=-· 

1.10 设 A, B 为两个随机事件，且 P(A) = 0.4 , P (AU B ) =0.7 若 A, B 互不相容，则

P(B ) = ； 若 A, B 相互独立，则 P(B ) = ； 若 A 发生 B 必发生，则 P(B ) = 

I I I 
1.11 三人独立地破译一个密码，他们能单独译出的概率分别为－，一 ， —,则此密码被译出的概率

5 3 4 

为

1.12 甲、乙两人独立地对同一目标射击一次，其命中率分别为 0.6 和 0.7 ．现巳知目标被击中，则

它是甲射中的概率为

1.13 用事件 A, B ,C 的运算关系表示事件： Q)A, B ,C 都不发生 ； ＠ A ,B,C 不都发生 ；

@ A, B, C不多于一个发生

1.14 设X, y为随机变址，事件 A 表示 {X ;:e:c} ，事件 B 表示 {Y;:e:c) 用 A, B 表示下列事件 ：

D: {max{X, Y} ;:e:c} . E: {min{X, Y) ;:e:c). F: {max{X, Y) <c). G: {min{X , Y} <c}. 

1.15 判断下列命题是否成立，并说明理由

( I ) A- (B - C)=(A-B)UC; 

(2) 若AB=0 且 Cc A, 则 BC =0 ;

(3) (AUB ) -B =A; 

(4) (A- B)UB =A. 

1.16 随机地向半圆 O <y ＜五忑了了(a> 0 ) 内投掷一点，点均匀落在半圆内任何一个区域，求该

点和原点连线同 x轴的夹角妒卫的概率
4 

1.17 口袋中有 1 个球，不知它的颜色是黑的还是白的，现再往口袋中放入 1 个白球，然后从口袋

中任意取出 1 个 ， 发现取出的是白球，求口袋中原来那个球是白球的概率

1.18 已知装有同种零件的产品两箱，第一箱内装 50 件产品，其中一等品 IO 件 ； 第二箱内装 30

19 
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件产品，其中一等品 1 8 件，现从两箱中任意挑选一箱．求 ： 从中先后取出两件产品 （ 取后不放回），先取

出的产品是一等品的概率p; 已知先取出的产品是一等品，那么第二次取出的产品仍然是一等品的概率q .

1.19 每箱产品有 10件，其次品数从 0到 2是等可能的，开箱检验时，从中任取 1 件，如检验出是次品，

则认为该箱产品不合格而拒收．假设由于检验有误，将 1 件正品误认为次品的概率为 2%, 1 件次品被涌

查而判为正品的概率为 5% ，求该箱产品通过验收的概率．

y_l” 

1.1 (D) 解 方法一 （直接法） 对于选项 (D) ，由事件运算的对偶律，有 AB =AU B ＝石＝Q

而由 AU B =Q且AB =0 ，可见 A 和 B互为对立事件，即 A=B , 因此 (D) 正确．

方法二 （排除法） 前三个选项都不成立，只需分别举出反例．例如，由千A, B ,C是任意三个事件，

若取A* B , 而 C ＝Q是必然事件，则 A U C= BUC且A- C = B - C ，但A* B ，从而 (A) 和 (B) 不成立．取

A* B ,C=0 ，则AC= BC, 但A* B , 因此（C）不成立．从而选 (D).

( ［ 注 】 本题的结果反映了事件的运算与数的运算的不同之处 ．
、
/

1.2 (D) 解 考虑向区间 [O, 2 ]上掷一随机点的试验．令A= ｛随机点落入区间 [O , l ] 上｝， B ＝｛随

机点落入区间 [l, 2 ] 上｝．显然 P(A) = P(B), P (AB) = O ，然而A# B , AB#O ．故两个命题均不正确，选 (D).

1.3 (A) 解 本题属于古典概型．由千很难套用现有概型模式或公式求解，一个最简单也是最直

接的做法是数出总样本数和事件所含样本点数并计算比值，给出答案．事件所含样本点数可借助列表等

手段列出各种可能的结果，然后数出事件所含样本点数 ． 由于接连抛两次，每次都可能出现 6 个点数，

因此其总样本数有 62 个．

方程有实根，即事件 { B2 -4C~O} ，列表如下 ．

2 3 4 5 6 

234

5

6 

。

++ 
+ 

+ + 。

+ 
+ 

+ + 
+ 

+ 

+ + 
+ 

+ + + 
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19 
其中事件 ｛ 旷 － 4C ::::: O) 所含样本点数为 1 9 , 则 P=— , 故本题应选择 (A) .

36 

1.4 (A) 解 从两个口袋中各取一个球，共有 c~c:o 种等可能取法 ， 而两个球颜色相同有两种

情况 ： 第一种是从甲口袋取出白球 ， 从乙口袋也取出白球 ； 第二种是从甲口袋取出黑球，从乙口袋也

取出黑球，共有 c:c尸c;c乃 种取法．于是P｛ 取到的两个球颜色相同） ＝
5x 4 + 3x 6 19 

= 
8x l 0 40 . 

1.5 (C) 解 A UB 与 C相互独立 ， 即 P[(A U B)n C] = P(A LJ B)P(C) 

P[(A U B)n C] = P (ACU BC) 

= P(A C) + P(BC) - P(A C n BC) 

= P (A)P(C) + P(B )P(C) - P(ABC) , 

P(A LJ B )P (C) = [P(A) + P(B ) - P(AB)]P(C) 

= P(A)P (C) + P (B )P(C) - P(AB)P(C) , 

所以 AU B 与 C相互独立的充分必要条件为 P(ABC) = P(AB )P(C ) ，即 AB 与 C相互独立．应选 (C)

由

而

15 I 
1.6 - -— In 2 解 从 [O , I ] 中随机地取两个数 x 与 y, 可以看成从图 1-3 Y 

32 2 

所示正方形区域中任取一点，满足几何概型的两个特点．记 I2 = { (x, y ~0 ~ x ,;;; I , 

0勺叮，A ={(x, y ) lx+y< ¾ , xy > 』｝ ，对应图 1-3 中阴影部分
4 4 

f: ？ － X-」 dx
p (A) =t = 4( 4 1 4x ) `｀』In x)11

图 1-3

15 I 
=— -- ln 2. 

32 2 

1.7 1 - p 解 因为

P(AB) = P(A nB) = P（酰） ＝ 1 - P(A LJ B) = 1- P (A) - P(B ) + P (AB) , 

由此得

所以

1-P(A) - P(B) = 0, 

P(B) = 1- P(A) = I - p 

1.8 0.6 解 因为 0. 3 = P(A- B) = P(A) - P(AB ) = 0. 7 - P(AB ) ， 由此得 P(AB ) = 0.7 - 0.3 = 0.4 , 

所以

p（万） ＝ 1 - P(AB ) = 0 . 6 .

1.9 0 . 25 解 由条件概率的定义知 P(B I AUB) = 
P (AB) 

P(AU B) 
， 其中

P(A UB) = P(A) + P (B ) - P (AB) = 0.7 + 0.6 - 0.5 = 0.8 . 
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又由 P(AB ) = P(A)- P(AB ) ，可得

P (AB) = P (A) -P(AB) = 0.7- 0.5 = 0.2 . 

代回原式，可得 P (B I AU E)= 
P (AB) 0.2 

=-=-= = 0.25. 
P (AUB) 0.8 

1.10 0.3; 0.5; 0.7 解 由加法公式，有P(A LJ B) = P (A) + P (B)- P(AB ) ，于是 ：

若A,B互不相容，则 P(AB) = O, P (B) = P (ALJB) - P (A) =0.3; 

若A, B相互独立，则 P(AB) = P (A)P (B), P (A LJ B) = P (A) + P(B )-P(A )P(B) ，解得

P (B) = 
P (ALJB)- P (A) 

= 0.5 ; 
1- P (A) 

廿A 发生 B必发生，则 P(B) = P (A LJB) = 0.7 . 

3 
1.11 - 解 记事件4为“第 1个人译出密码”,i=l,2, 3, 事件B 为“密码被译出“．则

5 

4 2 3 3 
P (B) = P (A, UAi UA, ) = 1 - P（元元九）＝ 1 －－ x-X-= － ．

5 3 4 5 

【 注 】 互不相容可简化并事件的概率计算，相互独立可简化交事件的概率计算 ． 这里为了和用相

互独立性，把事件的并在对偶律下转化为事件的交，这一方法会经常用到．

1.12 0.682 解 记事件A 为“目标被击中“，事件B1 为＂甲射中目标”，事件B2 为＂乙射中目标” ,

因为A= Bl UB2 , 所以

P (A) = P (B1 LJB) = P (B1)+P (B2)- P (B1B2) 

=0.6 +0.7- 0.6x 0.7 = 0.88 . 

考虑到 B1cA, 故有 P(BI I A)= 
P (ABI) _ P (BI) _ 0.6 

=— "" 0.682 
P (A) P (A) 0.88 

1.13 解 CD {A, B , C都不发生 ） ＝｛ A 不发生，且B不发生，且 C不发生）＝ABC = AUBUC. 

{A, B, C不都发生 ）＝｛ A,B,C至少有一个不发生 ） ＝ ｛ A,B,C都发生 ） 的逆事件

=AU BU C =ABC . 

@ (A,B,C不多千一个发生 ）＝｛ A,B,C至多有一个发生 ）＝｛ A,B,C至少有两个不发生 ）

22 

＝店UACU阮＝屈cu祁cu邧cu顽E.

1.14 解 D=AU B （ 即 X, y中至少有一个;,, C). 

E =An B (即 X, y都要;,, C). 

F =D =]氓（即X, y都要 <C).

G=E ＝入厄（即X,Y中至少有一个 <C )



第 1讲随机事件与概率

1.15 解 (1)不成立 ． A- (B-C) =A-BC =ABC = A(BUC) = ABU AC = (A-B)UAC etc (A-B)UC; 

也可由图 1 -4 快速判断

`Q `Q 
A-(B-C) 

(a) 

图 1-4

(2) 成立．因 CcA ，有 BCcAB =0 ，故 BC =0 .

(A-B)UC 
(b) 

(3) 不成立．因 (A UB ) -B =(AUB)B = ABU BB =AB = A-B#c-A 

(4) 不成立因 (A- B ) UB = ABUB =(AU B)(BUB) =A UE* A 

【注】 考生可再做练习，证明下列事件的运算公式 ：

(1) A =ABU AB; 

(2) AUB =AUAB. 

证明 (1) ABU AB =A(BUB) =AQ =A. 

(2) AU心 ＝（AUA)(AUB)=Q(AUB)= AUB.

1.16 解 由题设，半圆与直线y =x 的交点坐标为 (a, a) ，如图 1 -5 Y 

所示，阴影区域D 内任意点与原点连线同 x轴的夹角沪三，因此所求概
4 

率为
a 

P{ (x, y)E D) ＝（三门／矿 =½+;.
4 2 // 2 2 亢

图 1-5

1.17 解 记事件A 为“取出的是白球”，事件 B 为“原来那个球是白球” 容易看出

P(A I B) = I, P(A 顷）＝』
2 

另外，由于不知道袋中原来那个球的颜色，故 P(B ) = P(B ) ＝ － ， 由贝叶斯公式得
2 

—x i 
= 2 =3 

_:_ x l + _:_ x — I I 3 . 
P(B I A)= 

P(B )P(AI B) 

P (B )P(A I B) + P(B )P(A I B ) 
2 2 2 

1.18 解 记A=｛第一次取出的产品是一等品），B ＝｛第二次取出的产品是一等品），则

p=P(A) , q = P(B JA)= 
P(AB) 
P(A). 
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要计算p , q, 仅需求出 P(A), P (AB) 而事件A,AB都是试验的结果，它与其前提条件产品取自哪

一箱有关．因此我们自然想到： 写出前提条件，应用全概率公式计算 P(A), P (AB). 

记 Ci= ｛ 产品取自第 l箱｝ （i = l , 2) ，则

c 1c 2 =0, c心 c2 = n , A = Ac1 +Ac 2, AB =ABC1 +ABC2, 

故 P (A) = P (A c 1) + P (Ac2) = P (c1 )P (A I c1) + P (c 2)P (A I c 2) 

1 10 1 18 2 
=-x — +-X —=-

2 50 2 30 5 

P (AB) = P (ABC1) + P (ABc2) = P (c,)P (AB I c1) + P (c2)P(AB I c 2) 

1 IO 9 1 18 17 276 
=- x — x—+-x-x —= 2 50 49 . 2 .. 30 .. 29 1421 ' 

p=P(A)=;, q= 
2 P (AB) 276 5 690 

=-x-= 
5 , -.. P (A) 1421 2 1421. 

1.19 解 题中有两个完备事件组：一是箱中次品的件数为 0, l, 2; 二是通过验收是在抽取正品

和抽取次品这两种情况下发生．设从i = 0,1,2) 为＂箱中有 l个次品”, B 为“通过验收” , B1 为＂抽

取正品”，于是有

P (A,) = :: (i =O, 1, 2), 

P(BI 冈）
10 - i 

= 
10 

, 

从而由全概率公式得

2 

P(BI) ＝区P(~)P(BI I A; ) 
1=0 

I~ 10-i 
=-2 — =0.9, 

3,=O 10 

p (s ,) =0.1, 

因此由全概率公式得

P (B) = P (B,)P (B I B,) + P (B,)P (B I B,) 

= 0.9 X 0.98 + 0.1 X 0.05 = 0.887. 

［注】 本题中，通过验收是在完备事件组 Bl ，瓦背景下发生的，抽取正品则是在完备事件组

Ao, Al 卢4 背景下实现的 ， 因此，具备全概率概型的特征 ．
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第 2讲 I 一维随机变量及其分布 赈
u 基础知识结构

_ - 

一维随机变量

一维连续型随机变量

一维随机变扯函数的分布
连续型一连续型（或混合型）
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基础 内容精讲

一、随机变量及其分布函数的概念、性质及应用

1. 随机变量的概念
赈

随机变址就是“其值会随机而定”的变扯．设随机试验 E 的样本空间为 Q =｛叫，如果对每一个

OEQ，都有唯一的实数X@）与之对应，并且对任意实数x, ｛叫 X(w).;:;x,(1) 豆可 是随机事件，则称定

义在 Q上的实值单值函数X(w) 为随机变量，简记为随机变批X ．一般用大写字母X,Y,Z, … 或希腊

一母 g, n, S, …来表示随机变批．

【注】 ( I ) 随机事件是从静态的观点来研究随机现象 ， 而随机变量则是一种动态的观点 ， 如高等

数学中常岱与变量的区别 ． 今X =X(w) y = y(x) ~ 

(2) 随机变量的实质是 “实值单值函数” ， 这个定义不同于高等数学 中 函数的定义 （ 其 “定义域”

一般是实数集 ）， 它的“定义域” 不一定是实数集 ， 这点需要考生注意 ．

2. 分布函数的概念及性质 扣从 －00 钊＋00 印知所唷实出讨 {X釭） 就相心从禾可伲事件 O
职钊必芷亨件 n . 即今布函出完整地搭述了迶机安量的概率规律

(1) 概念． / 
设X是随机变撮， x是任意实数，称函数F(x) =P{X,,;;x) (xe R) 为随机变扯X的分布函数，或称X

服从 F(x)分布，记为X- F(x). 

(2) 性质 ． 一一一夕充要条件

CD F(x)是 x 的单调不减函数，即对任意实数x1<x2 ，有 F(x,),,;; F (x2) ; 

@F(x)是 x 的右连续函数， 即对任意x。 E R , 有 lifJ!. F(x) = F(x。 +0) =F(x。)；
x➔忒

今布函级是事件的概率，由此扣 o .;; F(xk l .
@ F(-oo)= lim F (x)= O, F (+ oo)= lim F(x)= I. ＿＿＿＿夕

x➔-:.· ,- , -,. '. -- , ;➔十～ 即 F(x) 是有界函敖

【注】 满足以上三条性质的函数 F(x) 必是某个随机变量X的分布函数 ， 所以 ， 这三条性质也是

判断函数 F(x)是否为某一随机变址X的分布函数的充要条件 ．

3. 分布函数的应用一－一求概率

P{X~a) = F (a ); 

P{X < a) =F(a-0); 

P{X =a) = F (a)-F(a- 0) ; 

26 

: 
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P{a < X < b) =F(b-0)-F(a); 

P{a ,;;; X < b) =F(b-0)-F(a-O); 

P{a<X ,;;; b) =F(b)-F(a); 

P{a ,;;;X,;;; b) =F(b)-F(a-0). 

■涓渭：． 设随机变址X的分布函数为

F (x)={~,+be-x, 
0, 

x>O, 

X,;;; 0. 

求常数 a,b 及概率 P{IXI < 2) . 

解 F(x) 中含有 2 个未知参数，依据分布函数的性质建立两个独立方程解之．

由分布函数的性质，有

F (+ oo)= lim F (x)= li m (a + be-' )= l , 
x➔ 十® X➔+~ 

得 a = I . 又 F(x)在 X =O 处右连续，有

limF(x)= lim (a +be·' )= a + b = O, 
x➔° x➔o· 

得 b= — l ． 所以

从而有

F (x) ={1- e-X , x > 0, 
0 , x,s;;O, 

P{ IXI < 2) = P{-2 < X < 2) = F (2 - 0)- F (-2) = J-e-2 -0 = J- e-2 

、 常见的两类随机变量一一离散型随机变量和连续型随机变量 疆
1 ． 离散型随机变量及其概率分布

如果随机变蜇X只可能取有限个或可列无限个值XI'X2, . .. ，则称X为离散型随机变量，称

P { X = X;) = P;, i = 1, 2, · · · 

为X的分布列、分布律或概率分布，记为X~p, ，概率分布常常用表格形式或矩阵形式表示， 即

XI

Pi 

... 
XP 

X2 

f,/3一性

数列 {p吵＝ I , 2, …)是离散型随机变扭的概率分布的充要条件 ： p，习 O(i = I , 2, …)，且 区 p, = l 

P2 
或X ~ ［x;i x2 2) 

设离散型随机变量X的概率分布为 P{ X = X;) = P; , i = I , 2, … ，则X的分布函数
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一立概率 F(x) =P(X釭｝ = L P{X =x;), 

J … 
P{X =x,) =P(X~x,) - P{X <x,) =F(x)-F(x,-0), 

并且对实数轴上的任一集合B, 有

区 1e1概率七

) P{XE B) = ~P{X=x1), 
X；或

特别地， P{a < X~b) =P(X~b)-P{X~a) = F (b)- F (a ). 

2. 连续型随机变量及其概率密度

如果随机变量X的分布函数可以表示为

F (x) =[; f (t )dt(x E R ) , 

其中f(x)是非负可积函数，则称X为连续型随机变量，称f(x) 为 X的概率密度函数，简称概率密度 ，

记为X-f(x). _?11),1 一性

/ f(x) 为某一随机变量X的概率密度的充分必要条件 ： f(x )习 0 ' 且「～f (x)dx = l （由此可知，在保
- ` 

一立概率证非负的条件下，改变f(x)有限个点的值， f（x)仍然是概率密度 ） / 
设X为连续型随机变扯， X-f(x) ，则对任意实数 C, 有 P{X =c) = O; 对实数轴上任一集合B ,

有
区 1e1概率匕

特别地， / P{XE B) = fs J (x)dx , 

P{a :x <b) = P(a红 <b) = P( a<X吵＝P(咚店b) = f勹(x)dx =F(b)-F(a) . 

【注 l ( I ) ”概率密度”这个名词的由来可解释如下 ： 取定一个点 x, 则按分布函数的定义 ， 事件

{x<X~ x + h) (h > O , 为常数 ） 的概率应为 F(x+ h) -F(x) ． 所以 ， 比值 [F(x + h)-F(x)]/ h 页以解

释为在点 x 附近长为 h 的区间 (x, x+ h ] 内 ， 单位长所占的概率，令 h 分 0 ' 则这个比值的极限 ， 即

F'(x) = f(x) ，也就是在点 x处 （ 无穷小区间内 ） 单位长的概率，或者说，它反映了概率在点 x处的“密

集程度” ． 设想一条极细的无穷长的金属杆，总质量为 1 ' 概率密度相当千杆上各点的质量密度 ．

(2) P{ a < X < b) = f．勹（x汕 意味着X落入某一区间的概率等于该区间 上概率密度曲线之下的曲

边梯形的面积．应用概率的这种几何意义 ， 常常有助于问题的分析与求解 ．

(3) 设 X ~ f(x) ， 则 X的分布函数 F(x) 是 x 的连续函数 ． 在f(x) 的连续点 x。处有 F'(x。)＝J伈） ．

如果 F(x) 是连续函数 ， 除有限个点外 ， F'(x) 存在且连续，则 X为连续型随机变量，且f(x) = F'(x) （ 在

F'(x) 不存在的地方可以令f(x) = O 或取其他值）．
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■列UIII 设 只 (x), F/x)是随机变蜇的分布函数， J; (x），儿 (x)是相应的概率密度，则（ ) 

(A) F; (x)+ F2(x) 是分布函数

(C) J; (x) ＋儿 (x) 是概率密度

解 应选 (B) .

根据连续型随机变量分布函数和概率密度的性质，有

(B) F; (x) • F2 (x) 是分布函数

(D) J; (x) ． 儿 (x)是概率密度

爪＋oo)+ F/+oo)=2, f：趴（x）＋儿 (x) ] dx =2, 

E沁）儿(x)dx 叶：勹 (x)dx!；飞 (x)dx = l , 

应排除选项 (A) , (C), (D) ， 故选择 (B) ． 事实上 ， 由于 F; (x) • F/x)是单调不减的右连续函数，且

肛－ oo) • 吓－ oo)= O, F; (+ oo) • F2(+ oo)= I, 

可直接判断选项 (B) 正确．

·｝切D.11 已知随机变撮X的概率分布为

X 
2 

P(X = k) 。2 20 (1- O) 

3 

(I - 0 )2 

3 
且 P{X ~ 2) ＝- ， 求未知参数 0及X的分布函数 F(x)

4 

3 1 
解 由 P{X ~ 2) = P( X = 2) + P{ X = 3} = 20(1 -0)+(1- 0 )2 = 1- 02 =.:;.，解得 0 ＝土一

4 2 

I 
又 P(X = 2) ＝ 20(1 - O)> 0 ，故取 0 =－，从而得X的概率分布为

2 

X 
2 3 

P( X= k) 
l
-4 

l
-2 

I
-4 

X的分布函数

0 , x< I , 

I 
一，

F(x)= P{ X釭｝ = L P{ X = i) = 4 
~P{ X = i) =i; 

l ~x<2, 

-, 2~x<3, 
4 
I, x~ 3. 

■涓jHIii 已知X的分布函数为 F(x ) ，概率密度为f(x) 当 xo;; O 时， f(x) 连续，且f(x) = F (x), 

若F(O) = I, 则八x)=_.
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解 应填厂＇这 0 ,
0 , x> O. 

由千 F(x)是单调不减的函数，且F(O) = I ，故对任意的 x> O ，均有 F(x) = I ．又当 x~ O 时， f(x) 连续，

故f(x) = F'(x) ，已知f(x) =F(x) ，由微分方程F'(x) = F(x) ，及F(O)= I , 解得F(x) =e(x~O) ， 从而得

F (x) ={ex, x< 0 , 
1, x~ O, 

f(x) ＝厂＇尽0 ,
0 , x> O. 

【注］ 当分布函数是不连续的分段函数时 ， 为保证其右连续性，自变量 x 的分段小区间除第一个

区间之外 ， 其余都应是左闭右开的 ， 即等号跟着大于号 ．

■砂B1111 已知随机变量X的概率密度为

f(x) ＝［2( 1分］，区这 2 ,
0 , 其他

求X的分布函数F(x) .

解 当 x< l 时，

F (x) = f;f(t)dt = r® Odt = O ; 

当 l釭 <2 时，

F (x) = f;f(t )dt = r 2( 1-7 } t = 2( t +~I 
=2（气）－4 =2(x 飞－ 2］，

当 x;;;,.2 时，

2 

F(x) ＝L瓜dt = I122( 1 分］dt = 2( t +~)[ = 2叶＝ 1

故

F(x) ＝『尸－2）， l釭 < 2 ,
l , x~2. 

x< I, 
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第 2讲 一维随机变量及其分布

、 常见的随机变量分布类型

1 . 离散型

(1)0— 1 分布 B (I, p )(Ber-£1) . ，心织礼廿灶贷 友生廿 I 牙、女生什0

如果 X的概率分布为 X ~ ［ ° ) ，即 P(X =I}= p, P(X = O) = 1 - p, 则称 X服从参数为p 的
p 1-p 

0一 1 分布，记为X - B(I, p )(O< p < I ) . 

(2) 二项分布 B(n, p )(Ber-EJ . 、 ／1 重伶众庄蟋丘争件 A 女生的次出 且中 p = P(A) /--如果X的概率分布为 P{X =k) =C：矿 （I - p )n-k (k = 0, I , · · ·, n; 0 < p < I ) ，则称X服从参数为 (n, p ) 

的二项分布，记为X - B(n, p ) . 

(3) 泊松分布PU) .

如果X的概率分布为

入k

今单位时 la］为·为尽宙的内立未．气的个出 也赏 1月手

括还科芍矛件攷生的次牡

P(X=k) ＝—亡 (k =O, I , …；入 ＞ 0 ) ,
k! er午龙考研】

则称X服从参数为入的泊松分布，记为X ~ P（入 ） ．

【注】泊松定理 若X - B(n , p) ， 当 n 很大 ， p 很小 ，入＝ np 适中时 ， 二项分布可用泊松分布近

似表示 ， 即

入k
C扩 (1- p )正k <::— e_,,. . 

k! 

一般地 ， 当 n ~20 , p,;;;; 0.05 时，用泊松近似公式逼近二项分布效果比较好 ， 特别当 n ~ 100, 

np < 10 时 ， 逼近效果更佳 ．

此处《全国硕士研究生招生考试数学考试大纲》的要求是 “会用泊松分布近似表示二项分布 ”,

考生应予以重视 ．

(4) 几何分布 G(p )(Ber-EJ .

如果X的概率分布为

? ,1 1 ｛＄吩 f」试验中 事件．4 首次出现 ElP 饶止叶的试

验次牡丿中 p = P(A) 

P(X =k) = (I- p / -1 p (k = I , 2, …; O< p < I ) , 

则称X服从参数为p 的几何分布，记为X - G(p ) . >毛积 i爷付今布． 守株尸祖言北
(5) 超几何分布H(n, N, M) 呻

刁心

C Cn-K 
如果X的概率分布为 P{X =k) =~(max{O, n -N +M匡店 min{M, n); M, N, n 为正整数且

c~ 
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M釭 N, n,;;;;N, k为整数 ） ，则称X服从参数为 (n, N,M) 的超几何分布，记为X ~ H (n , N, M). 

［ 注 】 设由 N个产品组成的总体，其中含有M个不合格品 ． 若从中随机不放回地抽取 n 个，则

其中含有不合格品的个数X是一个离散型随机变量 ． 假如 n ~ M, 则 X可能取 0 , 1, … , n; 若 n > M ,

则 X可能取 0 , 1, … ， M . 由古典概型概率公式容易算得

ck cn-K 
P( X = k) = ~ 

c~ 
, (*) 

其中 max{O , n -N+M) ,;;; k ,;;; min{M , n); M, N , n 为正整数且M ,;;; N, n ,;;; N, k 为整数．

这个分布就是超几何分布，它含有三个参数 N, M和 n' 记为 H(n, N , M ). 

JV 
当 n«N （即抽取个数 n 远远小于产品总数N ) 时，每次抽取后，总体中的不合格品率p =－改

N 

变甚微，这时不放回抽样可近似看作放回抽样，超几何分布可用二项分布近似 ．

2. 连续型

( 1 ) 均匀分布 U(a, b). 

如果随机变值X的概率密度和分布函数分别为

f(x)=｛卢
0, 其他，

0 , 

a<x < b, F(x) ＝｛曰
l, 

x<a, 

a~x < b, 

x~b, 

则称X在区间 (a, b ) 上服从均匀分布，记为X ~ U (a, b) ．（见图 2-1, 图 2-2)

亡
I

I
I
I
I

士
a

b 
X 二二

图 2-1 图 2-2

［ 注 】 区间 (a , b ) 可以是闭区间 [a , b ] ， 记为 X - U[a , b ] ；几何概型是均匀分布的实际背景，几

何概型可以用均匀分布函数计算概率 ．

(2) 指数分布E（儿）．
_＿＿-J违佳型等持令布

如果X的概率密度和分布函数分别为 入叫失故频率，后

{Ae七， x ＞ 0, 1 －产， x> 0 ，
／面会扣道EX=i

f(x) ={~, 其他 ， F(x) ＝{。， x<0 亿＞ 0),
则称X服从参数为入的指数分布，记为X~ E（入） ．（见图 2-3, 图 2-4)
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江／（x )
l ！一气）＿＿------ - -------- - ---------

。 X X 

图 2-3 图 2-4

【注】 当 t > O, s > O 时 ， P{ X ;,,c t +sjX 习） ＝ P{ X ;,,cs) 称为指数分布的无记忆性 (Memoiyless Property). 

(3) 正态分布N炉，矿）

如果X的概率密度为
这是由手 A 是常婪 失奻损痒禾安 也 gp秅究对徐

（心元件 产品爷）祯视为理想状态之女竺竺损拉

f (x)= l －肛（可e 2\. " J (-oo<x<+oo) 
尽6

其中 一 (X) < µ <+(X) ， a- > 0, 则称 X 服从参数为 （µ,矿）的 正态分布 或称 X 为 正态变 量，记为

X-N(µ, 矿 ） 此时f(x) 的图形关于直线 x= µ对称，即八µ -x) ＝八µ +x) ，并在x=µ处有唯－最大

值f炉）＝ ．如图 2-5 所示．
尽6

f.(x) 

古／＼
OI~ 

公众号【乘龙考研】
祝您考研上岸

X 

图 2-5

称 µ =O, CY =1 时的正态分布 N(O, I ) 为标准正态分布，通常记标准正态分布的概率密度为叭x)=

l －臣 l x －亡

尽
e 2 ，分布函数为 (J) (x) ＝—-f e 2 dt 显然叭x) 为偶函数，则

尽 －工

1 
(/) (0) = ~, (/) (- x ) = I - (/) (x ) . 

2 

如图 2-6 所示．

叭x)

右

I
I
I
I
I
」

。

图 2-6

X 
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若X -N(O, I), P{ X > µ a) =a, 则称 µ"为标准正态分布的上侧 a分位数 （ 上 a分位点 ）．

如果X-N(µ , CY2) ，则

F (x) = P{ X釭） ＝ 0 (宁］ ，

F (µ -x)+F (µ +x) = I, 

P(a < X < b) = cJ> （宁）叶宁），
aX +b- N(aµ + b , a2矿）（a 丑 0).

．补齐瞿l 通过某交叉路口的汽车流可以看作服从泊松分布．已知在 1 分钟内有汽车通过的概率为

0.7, 则 1 分钟内最多有 1 辆汽车通过的概率为（ ) . 

(A) 0.7(1- ln0.7) 

解 应选 (C).

(B) 0.3(1- ln0.7) (C) 0.3(1- ln 0.3) 

1 分钟内通过路口的汽车数址X服从参数为入的泊松分布 ． 由已知，

炉
P{X;;i: I) = I - —-e-" = 0.7 , 

O! 

(D) 0.7(1- ln 0.3) 

炉尤
得入＝－ln0.3, 于是 P{ X.,; 1) ＝—亡＋—矿＝e1no3 (1- ln 0.3) = 0.3(1- ln 0 . 3 ) ，故选择 (C).

O! l! 

．卧问遭 设随机变员X的概率密度为f(x)
T x In 2, X > 0 ＝｛。 ， 其他＇对X进行独立重复的观测直到第 2

个大于 3 的观测值出现时停止，记 Y为观测次数 ． 求 Y的概率分布．

解 记p为“观测值大千 3 " 的概率，则p = P{X>3) ＝厂2-X In 2dx = － .1 
3 8 

依题意， Y为离散型随机变址，而且取值为 2, 3 , …，则 Y的概率分布为

l 2 7 K- 2 

P{Y = k) = C伈p(l - p尸 . p = C七矿 (1 - p尸＝（K － l)（－] (-) , k = 2 , 3, … . 
8 8 

．阅问凛
l l 

已知 X ~U(a , b)(a > 0) ，且 P{ 0 < X <3) = ~, P{ X > 4) = ~ ，求 X 的概率密度及
4 2 

P{l <X< 5) . 

解 如图 2-7 所示， X~U(a,b).

由 P( X> 4) ＝；，且P{x>气｝飞，得三＝4 , 即 a+b =8 
2 

十 少
／吵／／加＿＿，， ► x

0 a 3 4 b 

图 2-7

I I l 
由于 P{ 3 < X < 4) = 1 - P{ X ~ 4) - P{ X ~ 3) = 1- P{ X > 4) - P{ 0 < X < 3) = 1- ::- - -:- =-:-，又 P{3<X < 

2 4 4 

4 - 3 4 -3 l 
4) ＝— ，故—一＝－，得 b -a = 4. 

b - a b- a 4 
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联立得｛a+b=8 ，解得 {a=2,
b - a =4, b = 6 

所以X的概率密度为

千是

I 
f (x) =\4, 2 < x < 6, 

0 , 其他

5- 2 3 
P( I < X < SJ = P{ 2 < X < SJ = ~ = -=;-. 

6-2 4 

．讥屯重l 某元件的工作寿命X （小时）服从参数为从入＞ 0）的指数分布

(1) 求该元件正常工作 t小时的概率 ；

(2) 已知该元件巳正常工作 1 0 小时， 求在此基础上再工作 I O 小时的概率（入＝ 0. 0 1 ).

解 由题意X - F (x) ={ 1 - e玉

0 , 

x~ O, 

其他

(1) P{X > t) = 1- P{X ,,;; t) = l -F(t )= l -(1-e一入')= e-,l' . 

(2) P{X > 20 IX > IO) = 
P{ X > 20 , X > I 0) 

P{X > IO) 

P{X > 20) _ e-0O l x20 如
= = = e P{X > 10) e-0Olx!O -' 

【注】 本题第 (2) 问的结果， P{ X > 20 I X > 10) = P{ X > 10) ，即元件正常工作 10 小时的概率与

在这之前的工作状态无关 ， 说明指数分布具有无记忆性 ．

匾网“”重 设X ~N(2 ，矿），且 P(2 < X < 4} = 0.3, 则 P( X < 0} = 

解 应填 0.2

已知X ~ N(2 ，矿），故

P(2 < X < 4} ＝ 中 （宁］叶子］三）－ 0.5 = 0.3 叶勹 ＝ 0.8,

所以 P{X < O) ＝叶气勹＝ 1 －叶订＝0.2 .

【注】 结合图 2-8, 本题应用面积求解更为直观、简便．

已知 P{2 < X < 4) = 0 . 3 , 故

P{ X < 0) = 0.5 - 0.3 = 0.2. 

图 2-8

．清叮． 设随机变址X服从正态分布N切，矿 ） ，则随着 6的增大 ， PlJx -µJ < I} ( ) 

(A) 单调增加 (B) 单调减少 (C) 保持不变 (D) 先增后减

x 
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解 应选 (B).

讨论 P{IX- µI < l) 的单调性应在将其标准化之后进行 ． 由 P{ IX - µl< l} = P {I~ ＜叶＝
6 0 

气）－1 ' 又 <J> (u ) 为单调增加函数， u ＝；为单调减少函数， 则随着 6的增大， 0伈）单调减少 ，

从而知，随着 6的增大， P{ IX- µl< l) 单调减少，故选择 (B).

．靖叨漕 设随机变量X服从正态分布N(O , 1 ) ，对给定的叭O <a < l ) ，数 ua满足 P{ X > ua) = a , 

若P{IXI < x) = a , 则 x 等于（ ). 

(A) u 
号

(B) ul a 

2 

(C) u 
早

(D) u归

解 应选 (C) .

如图 2-9 所示，从几何直观看，条件中给出的 u” 即为上侧 a分位数．类比可得 P{ IXI < u勹" } = a , 

故选择 (C) .

(a) 

图 2-9

．尉酐忭置l 设随机变量 X满足不等式
1 l ~ X召，且 P(X = 1) = ~ , P( X = 4) = b, 当 X在区间
4 3 

(1 , 4) 时， X服从均匀分布．求X的分布函数．

解 当 x< l 时 ， F(x) = P( X~x) = O; 

I 
当 X = 1 时， F(x) = P(X~x) = ~; 

4 

当 l <x< 4 时，

F (x) = P( X~ l) + P(l < X~x) , 

其中 P{ 1 < X ~ x) = P{l < X ~ x, fl) = P{ I < X釭， I < X < 4) + P{l < X ~ x, 1 < X < 4) 

= P{ 1 < X ~ x 11 < X < 4} P{ 1 < X < 4) + P{ 1 < X ~ x 11 < X < 4) P{ 1 < X < 4) 

故

x- 1 5 . ~ 5(x -l) 
=—· — + O= 4 - 1 12 . ~ 36 ' 

F(x)=.'...+ 
I . 5(x - 1) l . 5 

=-+— X; 
4 36 9 36 

当 x~ 4 时， F(x) =l. 
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从而得X的分布函数为

, 4 <~ 

lx

4 

V 

V/>­

x

1

x 

, x 
5
-36 + 

, 

, 
O

l
-9

1 

,

`

』

= 、
丿x ( F 厂—x

【注】 (1) 将 {l < X~ x) 写成 {l < X ~x , Q) ，然后作全集分解，是惮决本题的关键 ．

(2) 由图可知 ， X既不是离散型随机变量，也不是连续型随机变量，称为混合型随机变量．

(3) 还可知，当 1 <x< 4 时 ， 记 A = {l < X < 4} ， 则

I 5 
f (x) = f (x I A)P (A) + f (x I A)P(A) ＝一 · -+0 · —=-－

7 5 
3 12 . - 12 36. 

或在 l < x < 4 时， f(x ) =F'(x ) =— 
5 

36 . 

四、—维随机变量函数的分布

1 . 概念

设X为随机变量，函数y =g(x) ，则以随机变量X作为自变址的函数 Y=g(X)也是随机变蜇，称为

随机变量X的函数 例如： Y =aX2 +bX +c, Y =IX -al, Y ={;, 吓 l ，等等
I, X> l , 

2. 随机变量函数的分布

(I) 离散型一离散型．

设X为离散型随机变址，其概率分布为 P(X = x,) = p, (i = l , 2, …），则 X的函数 y =g(X)也是离散

型随机变址，其概率分布为 P(Y=g(x,)} = p ,(i=l, 2, …)，即

Y ~ ［正） g~2) :::) 
PI P2 . .. 

如果有若千个 g(x,)值相同，则合并诸项为一项 g(x,) ，并将相应概率相加作为 Y取g伍）值的概率

(2) 连续型一连续型（或混合型）

设X为连续型随机变址，其分布函数、概率密度分别为 Fx(x) 与儿 (x) ，随机变盐 Y=g(X)是X的

函数，则 Y的分布函数或概率密度可用下面两种方法求得

CD分布函数法． 此禾笭式的几何忿义 曲钱 Y =g(X) 在贞伐 y =y 

/1 下方 由此可通过任心得出 X 的胆值范＠ 在

直接由定义求 Y的分布函数 Y =g(X) 是找单诮函氐叶 一技北馅折法方便

片 (y)=P｛区 y)=P{~)勺） ＝ fg (x )勺儿 (x)dx.
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如果 Fr(Y)连续，且除有限个点外， F;(y)存在且连续，则 Y的概率密度儿(y) =F;(y) 

＠公式法．

根据上面的分布函数法，若y=g(x) 在 (a, b) 上是关于 x 的严格单调可导函数，则存在x=h(y) 是

y =g(x)在 (a, b)上的可导反函数．

若y =g(x)严格单调增加 ， 则 X =h(y)也严格单调增加，即 h'(y)> 0, 且

h(y) 
Fr(y)= P｛归 y) =P{g(X)勺｝ ＝P{X钮y)) = f 儿 (x)dx,

故儿 (y) =F;(y) ＝儿 [h(y)] • h'(y). 

若y =g(x)严格单调减少， 则x=h(y)也严格单调减少， 即 h'(y)< O, 且

+0 
氏 （y)=P｛区 y) =P{g(X)勺｝ ＝ P{X习(y)) = f 儿 (x)dx,

h(y) 

故儿(y)= F; (y) ＝－儿 [h(y)] • h' (y) ＝儿 [h(y)］ ． 仁h'(y)]

综上， 儿 (y) ＝｛儿 [h(y)] • lh'(y)j ， 三三厂一
0, 其他 ， 二, 

l ; 
a 

其中 a =min(!~g(x), 烟 g(x)), P =m叫皿g(x), ｝上限 g(x))

■网酐四 设随机变量X的分布律为

l l l 
P{X =-1) =-:-, P{X =O) = -::- , P{X =I}=-:-

4 2 4 

求 Y=X2 的分布．

解 离散型随机变量的函数仍属于离散型随机变呈范畴，求解其分布问题仍然按照计算离散型随

机变凰分布的三个步骤进行 ．

注意到 Y的可能取值为 0, I, 千是有

I 
P{Y = O) = P{X2 =O) = P(X = O) =~, 

2 

P{Y =I) = P{X2 =I) =P(X =ILJX =-1) 

I I I 
= P(X = l) +P(X=-1) = -:-+-:-=::-, 

4 4 2 

或
1 

P{Y = l} = 1-P{Y =O} = -::- , 
2 

即有

01-2 (\ 

~ Y 
、
丿
ll-2 

■讥谓瑾 设随机变批X的分布函数 Fx(x) 是严格单调增加函数，其反函数 FX一1(y）存在，

Y =Fx (X）．证明 ： Y服从区间 (0, 1 ) 上的均匀分布 ．
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证明 Y=Fx(X）是在区间 (0, I ) 上取值的随机变扯，故

当y< O 时， Fy(y) =O; 

当 y习 时，凡(y) = I ; 

当 Q ,,s;y< I 时，

Fr(y)= P{Y ,,s;y) = P{Fx(Xky) = P{X ,,s; F;'(y)) = Fx [F;1(y)] =y 

综上所述， Y=Fx(X）的分布函数为

Fy(y) ＝ l: '，曰',< I ,
这是在区间 (0, I ) 上的均匀分布函数，所以 Y-U ( O, I ) . 

[
5 号

考你
3

【 注 】 (1) 题设条件中的 “ Fx(x) 严格单调增加“是充分条件 ， 事实上只需要 Fx(x) 在 X的正概率

密度区间上严格单调增加即可 ．

(2) 本题是一个重要结论 ， 即在满足 Fx(x) 在 X 的正概率密度区间上严格单调增加时 ， 若

X-Fx(x) ， 则 Y =Fx(X )- U (O, 1 ) ．这一结论考研 中 常用．

■清可遭 在区间（0, 2 ) 上随机取一点，将该区间分成两段，较短一段的长度记为X, 较长一段

的长度记为 Y. 令 Z =—. 
Y 

X 

( I) 求 X的概率密度；

(2) 求 Z 的概率密度．

解 (I) 设随机取的点的坐标记为 V,

Fx(x) ．由于 P{O ,a; X ,a; l) = I , 故

当 O .;;x< l 时，

闭已如 术表 示未知
/ __ ------

¥~...,J 
则 V-U (O, 2) , X=min( V, 2-V), X 的分布函数记为

』』
已加 未扣．且 Y =2-X V 2-V 

广·,

I l I 

0 V 2 
当 x< O 时， Fx(x) = O ； 当 x;,; l 时 ， Fx(x) = I ; 

Fx (x) = P{ X ~ x) 

= P{ min{ V, 2 - V) ~ x) 

= 1- P{min{V , 2- 尸) >x) 

= I - P{ x < V < 2 - x) 

V > x 且 2-V > x ⇒ x < V < 2-x 

l I I J 

0 X 2- x 2 
(2-x)-x 

= I - _:::____:.::__: = x. 2 - 2x 

2 -一一勹— = 1 -x

39 
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0 , x< O, 

所以X的分布函数为Fx(x) ＝ ｛x, 0釭 < I ,
1, x~ l. 

故X的概率密度为儿(x) ＝｛'1, O<x< l , 

0, 其他
//／钝一元．禾要多元

(2) 由条件知， Z ＝—=
Y 2-X 

． 由于函数 z=-—
2 -x 

X X 
在 (0 , 1 ) 内严格单调减少且可导，

X 

2 dx 2 
x=—，且—=－

1+z dz (1+z)2 
，故 Z的概率密度为

反函数为

儿 (z) ＝『长） － （1 ＋2z)2 , z> l ，一—夕 Z(0) ➔ 00 , z(1)=1 

0 , 其他

2 
={(1 +z)2,z > l, 

0 , 其他

.,fj11i11 设随机变量X的概率密度为儿 (x) ＝ 1\ ＇
4 
0 , 

-l < x < O, 

O,,s;x< 2 , 
令 Y =X2,

会- ～会一”
Y=X2 

, , , , , , , 
2 xx 

其他

求 Y的概率密度儿 (y) .

解 Y的分布函数为 Fr(y) = P(Y 冬 y) = P( X迳 y) .

心当y< O 时， Fr(y) = O; 

＠当 0幻 < 1 时 ，

Fr (y) = P{ -..jy冬店心） ＝ P{ -..jy红 < OJ + P{O红｀

分护琵＝忨
＠当 l冬 y< 4 时，

1 I 
Fy(y)= P{ - I 至 X < 0) +P{O 冬 X王趴＝－＋－立

2 4 

＠当y~ 4 时 ， Fy(y) = l . 

故 Y的概率密度为

G 

。 X 

Y=y(y<0) 

@) , 
:Y=y(O.;;y< I) 

, ~ X 

y 

@ 

', Y=y( I o;,y<4) 
, ' , , 

一x§ 
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3 85 , O<y< l , 

儿 (y) =~ I 85 , I <y< 4 , 

0 , 其他

V
口

Y=y(y;,,, 4) 41 -------- =/, 
, 

2 - X 

二5基础习题精练 广 l

[ 习题 ] 

2.1 已知 F(x)是分布函数，下列函数 ：

心 aF (x)(a > 0 , a 7' I) ; ® F (x) + F (- x) ; @ F (x)- F (—x) ; @F(x) 平(-x ) .

其中不能作为分布函数的个数是（ ) 

(A) l (B)2 (C)3 (D)4 

5 
2.2 设X- B(2, p ), Y- B(4, p ) ，且 P{ X 习） ＝－，则 P{Y~ l} = () 

9 

(A) 
65 

81 
(B) — 16 

81 
(C) I (D) - 4 

7 

2.3 设随机变鼠X服从正态分布 N也，忒），随机变量 Y服从正态分布 N(µ2, 6i) ， 61,62 > 0 ， 且

P(IX －叫 ＜ 1) > P( IY- µ2l< l) ，则必有（ ) 

(A) a-, ＜ 气 (B) 6 l > 气 (C) 片 < µ2 (D) 片 > µ2

0, 

2.4 设随机变最 X的分布函数 F(x) ＝ l; ,
1-e-x, 

x< O, 

0 <x< l ，则 P{O .;;X.;; I) = _, P{O < X < I) = 

x~ I , 

2.5 离散型随机变量X的分布函数为

', 
4

8 
~

., 

, 
0001 俨

｀

』

= 、
丿x ( F 

x<- 1, 

- 1,s;x < 2, 

2 ,s;x< 3, 

x~3. 

则X的分布列为 , P{X ,;;; 3.2) = ； 方程 x2 +Xx+ l = O 有实根的概率为 . 

2.6 设连续型随机变量X的概率密度为
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f(x ) =[`, x > 100 , 

0, x~lOO, 

则 A =_, P{l00 <X~ l50) =_, P{X习 000) = _, P(X=IOOO) = ,x的分布函

数 F(x) = . 

2.7 设连续型随机变扯X的分布函数为

, a < 

, ax, 
I 

V/a 

<a>­X-x 

, 
X-a 

m s c r a B + 

, 

, 

0A! ，

＇

、

= ) x ( F 

则 A= ' B = ,x的概率密度应）＝ ，叶－%<X< 勹＝——-＇

2.8 设随机变证X服从正态分布N(µ, a-2)(a- > 0) , 且二次方程y2 + 4y+X =O无实根的概率为－，
2 

则µ=_.

2.9 设随机变撮X服从区间 (2, 5 ) 上的均匀分布， 则对X进行 3 次独立观测中，至少有 2 次的观

测值大于 3 的概率为

2.10 设随机变量X的概率密度为J(x) ＝｛2x, 0 <x< 1, 
0 , 其他，

Y表示对X的 3 次独立重复试验中事件

｛气｝出现的次数，则 P(Y =2)=_.

2.11 设随机变蜇X和 Y同分布， X的概率密度为

f (x) ={ix2, 0 <x< 2, 

0 , 其他

已知事件A={X>a) 和 B ={Y>a) 独立，且P(AUB) ＝- ，则常数 a=
4 

2.12 已知X为随机变址， Y =X2 + X + l, 已知X的概率分布为P{ X =-1) =P{X = O) = P{X = l) =::-, 

则 Y的分布函数Fr(y)=_.

2.13 设X服从 0—1 分布，其分布律为 P{ X = k) = p 1 (1- p y-k, k = 0 , I, 0 < p < I , 求 X的分布函数，

并作出其图形 ．

2.14 20 个产品中有 5 个不合格品，若从中随机取出 8 个，求其中不合格品数X的概率分布 ．

2.15 已知离散型随机变址X的正概率点为－I , 0, 2, 它们各自的概率互不相等且成等差数列．

(I) 求X的分布律；

42 



笫 2讲 一维随机变量及其分布

(2) 求X的分布函数；

(3 ) 求 P(|x|引眨0).

2.16 随机变量X的概率密度为

卢）＝l;－ x, 言：；
0, 其他

求X的分布函数F(x) .

2.17 设连续型随机变量X的概率密度f(x) 是一个偶函数 ， F(x) 为 X的分布函数，证明 ： 对任意

实数 a > O, 有

(I) F (-a)= I-F(a )= 0.5- i。勹(x)dx;

(2) P{IXI < a) =2F(a)-I; 

(3) P{IXI > a) =2[1-F(a)] . 

2.18 设随机变量X的概率密度为fx(x)
k 

x = —— (x e R ) ．求 ：
l +x 

(I) 常数 k;

(2) 随机变量 y = l －炕？的概率密度儿(y)

2.19 设随机变量X的概率密度为f(x)=~
(!+e守＇

- OO < x< + OO ， 令 Y = ex.

(I) 求 X的分布函数；

(2) 求 Y的概率密度．

2.20 设随机变量X-U(-1,2) ，求 y =i凡的概率密度

[ 解 答 ] 

2.1 (D) 解 应用分布函数的充要条件求解．由于
6

@

@@ 

aF(+ oo) =a* I, 

F (- oo)+ F (+ oo)= l *O, 

F(- oo)- F (+ oo) ＝－匡 0 '

F (+ oo) • F (- oo)= O* l , 

故心，＠，＠，＠都不能作为分布函数，故答案选 (D).

5 4 1 
2.2 (A) 解 由题设 P{X 习） =-= 1- P(X = O) = 1 -C~沪（1 - p )2' 即 (I - p )2 =.;，解得p=－，从

9 9 3 
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而有

P{Y~I) =I-P{Y =O) = 1 -C~沪（l -p)4= 1一口飞

故选择 (A).

2.3 (A) 解 所有有关正态分布不等式的判别都应先标准化，即由

P(IX －叫 ＜ 1) >P(IY－叫＜ 1)'

有

平6三分｝＞ p{l了五

从而有

`]>` 又由函数叭x) 的单调增加性，有
1 1 
—>— >0' 即 6！ ＜生，故选择 (A) .
6l 气

2.4 1-e飞 0 解 P{O~X~ l} = P(X~l)-P{X < 0) =F(l)-F(0 -0) 

=l-e一1- 0 =l-e-1; 

1 1 
P{O < X < I} =P{X < l}-P{X 郊｝ =F(l-0)-F(O) =-::---::- = O. 

2 2 

2.5 X~ . l· 0.6 解 分布函数的分段点即为离散型随机变批的正概率点，正概(-l 2 3] 
0.4 0.4 0.2 

率点的概率即为对应点跃度，即X =-1, 2, 3, 分布列为

- 1 2 3 x~(。．4 0.4 0.2) , 

P{X ~3.2} =F(3.2) =I. 

方程x归心＋l = O 有实根， 即x2 - 4 ~ 0 ，从而有

P{X2 - 4~0} =P(X冬2) + P{X ~ 2) =F(-2)+1-F(2-0) =1-0.4 = 0.6. 

2.6 100; ½；上； 0;l°, 100 X< 100 , 解 根据连续型随机变量概率密度的性质，有
3 10 . 11- —,x~lOO 

X 

于是

44 

I；勹（x）dx =[00宁7d.x=-1[ ＝命＝ 1, A = 100 , 

150 
150 100. 100 

P{IOO ＜店 150) = J — dx=-—=-, 
1 

100 X 2 
X 3 100 



笫 2讲 一维随机变量及其分布

+ ® 
+ ® 100. 100 

P{X习 000} = I -dx = - — =- 
I 

1000 x2 X I1000 10' 

P{X = ! 000) = O, 

0 , 

F (x) =[ J (t )dt =』00竿dt,
X < 100 , 10, 

畛 lOO =[ 1 －罩，珍 100
X < 100 , 

2.7 ¾; ;;; j;了 ' -a <x< a ，丿 解 根据连续型随机变量分布函数的连续性，有
0 , 其他； 3 

F (-a ) = F (-a - 0), F (a ) = F (a -0), 

即有
\A+B · ［一门＝0

A + B • - = 1, 
2 

I 
解得 A=...:.. , B =...:... 

I 
2 兀

千是

{ F'(x) , -a <x< a, 
I 

f (x ) = 0 , 其他 主立'-a <x< a, 

0, 其他

叶－%<X ＜叶＝ I： J(x)dx = I i l dx =上
2 2 号 －扫嘉了 3 

或 P{－ 多 <X < %} = F（多－ 0)- F (－各） 分[arcsin ½-arcsin (－ ;）] 飞
2.8 4 解 二次方程y2 + 4y+ X = O 无实根的充要条件是 4 - X < 0 故由条件知

P{X > 4) = -::-, 
2 

千是有 ½ = P{ X > 4) = 1- P｛店 4) = 1 - P ｛勹飞宁｝ ＝ l － P｛区气｝＝ l －叶宁） ，

千产）飞
X- µ 其中 Y =~ - N(O, I ) , (JJ (x)=—- X 产dt 又 (/) (0 ) ＝丿，所以生卫 ＝ 0, µ = 4 6 尽 f_~ 2 6 

[ ［ 注 】 事实上 ， 根据正态分布的对称性 ， 直接可得 µ = 4 .
、
/
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20 
2.9 — 解 在一次观测 中， 观测值大于 3 的概率为

27 

5 1 2 
p = P{ X > 3) = J: ~ dx = ~ . 

3 3 3 

记 Y =(3 次独立观测中X的观测值大于 3 的次数 ），由 Y ~ B(3 , ：]得

1 
3 2 ( l 2 

P｛归 2) = 1- P{Y = 0)-P{Y =I) = l -GJ -3 x ¾x G J = ~ 
20 

3 J - 3 l 3 J 27. 

2.10 
9 解 依题意得 Y ~ B(3, p ) ， 其中p =P{x叶｝＝f。: 2xdx = 』， 故
64 

P{Y = 2) = C扩 (I - p ) = — 
9 
64 . 

2 .11 面 解 由 X和 Y同分布可得P(A ) = P(B ) ，从而

3 
:::_ = P (AU B) = P (A)+ P (B) - P (AB ) =2P(A)- [P(A )］气
4 

l 
由此解得P(A)= ~ ，则 0 < a < 2 . 又

2 

1 2 3 l 
¾= P (A)= P(X > a) = J:¾x2dx = ¾x{ = l －扫 ，
2 。 8 8 8 

解得 a ＝ ffe+ .

【 注 】 随机变量X与 Y 同分布 ， 并不意味着X =Y , 但反之成立 ， 即若X=Y, 则 X与 Y 同分布 ．

0 , y< 1, 

2.l2 [3, l勺＜ 3 ， 解 由题设知 Y为离散型随机变址，当X =－ 1 时 ， Y取 l， 当 X ＝ 0 时， Y取 l,
3 
1, y~ 3 

当X = l 时 ， Y取 3 ． 则 Y的概率分布为

2 l 
P{ Y = l) = P(X = - !} + P{ X = O) = -=-, P{Y = 3) = P( X = !) = ::-

3 3 

故 Y的分布函数为

Fy(y) ＝ P｛区 y） =[;', :::,< 3, 

I, y~ 3. 

46 

2 . 13 解 当 x< O 时 ， F(x) = P(X ,;;;x) = O; 

当 0< x< 1 时，



第 2讲一维随机变量及其分布

F (x)= P{X ,s;x) = P{X = O) = 1-p; 

当 x> 1 时 ，

F (x ) = P{X釭｝ = P{X = O) + P{X = !} =(! - p )+ p = I 

所以

F(x)lp, 言＇＜ l 
l , x:;;,, I. 

F(x) 

1- p 

。 X 

作图，如图 2-1 0 所示． 图 2-10

2.14 解 按题意有 N = 20 , M = 5, n = 8. 由“三、 1.(5) 注”中的(*) 式可算得

P( X = O) =~= 
c8 6 435 

= 0.051 I 
匀。 1 2 5 970 

P{X = I) = 
c1c7 

5 1 5 32 175 c8 = = 0.255 4 , 
20 125 970 

P{X = 2) = 
c;c:5 _ 50 050 

=-=--=----=---=- = 0.397 3 
碍。 1 25 970 

类似可得X =3, 4 , 5 的概率， 则X的概率分布为

公众号镖
祝您考研上岸

X 。

p 
0.05 1 I 0.255 4 

2 

0.397 3 

3 

0.238 4 

4 

0.054 2 

5 

0.003 6 

［注】 由此分布可算得各种事件的概率 ． 譬如， 不合格品不多于 3 个的概率为

P(X ~ 3) = P(X = O) + P{X =l} + P( X =2} + P(X =3} 

= 0.0511 + 0.2554 + 0.397 3 + 0.238 4 = 0.942 2. 

2.15 解 (I)设P(X=- 1) = a +d, P( X= O) =a, P{X=2) = a-d ， 其中 O < a +d < I , O< a < l , O< a­

d < I ， 由离散型随机变址X分布律的性质，有

a + d + a + a - d = 3a = I, 

- 1 0 2 

解得 a = ｝， 且 －½ < d < ½, d 式 ，因此X ~[i + d i i-dl ，其中－½ < d < ½, d,O 

(2) 由 (I) 可知，

0 , x< - 1, 

I 
~ + d , - 1:S;; x < O, 

F (x) =~ 3 
2 
~ + d, 0 :S;;x< 2 , 
3 
I , x~ 2. 
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(3) 由条件概率公式及 (1 ) 可知， P｛ |x区 1 |x 习 O) ＝
P{O ~ X ~ l} _ 1 

= 
P{ X~ O) 2 - 3d 

2.16 解 由题设知，当 x< O 时， F(x) == O; 

当 O~x< l 时，

当 l <x< 2 时，

当珍 2 时，

所以

F (x)= r。几）dl= I。~ tdt ＝肛［ =f ; 

x x 1 

F(x)=fJ伈dt = r (2- t )dt + i。 tdt

=(2t-` ̀  = 2x-;- l, 

F (x)= [..f切dt = f。: tdt + r (2 - t )dt 

飞＋（三］~ = 1 

F (x) =~ 

0 , x< O, 

X 
2 

一，
2 

O~x< l , 

2 
X 

2x-—- 1, l~x<2, 
2 

l , x~ 2. 

＋中

2. 17 证明 因为f(x)是一个偶函数，所以八－x) = f(x) ，且 I = r :f(x)dx =2f。 f(x)dx, 可得

厂f(x)dx = 0.5 . 

+0 
(I ) F (-a ) = f勹(x)dx ，令x=-t , 则 F(-a ) = f:J(t )(-dt ) = r m f (t )dt = 1- F (a ). f:J(t )(-dt ) = f。

(2) 

(3) 

48 

F(-a ) ＝ ［勹(t )dt = i。十勹(t )dt- l。勹 (t )dt

= 0 . 5 - i。勹(x)dx ．

P{ IXl<a) = P{ -a<X< a) =F(a - 0)-F(-a) 

= F (a )-[1- F (a )] 

= 2F(a )- l. 

P{ IXI > a) = P( X <-a) + P{ X > a) = F (-a - 0)+1- F (a ) 



第 2讲一维随机变量及其分布

= 1- F (a) + 1-F(a) 

=2[1-F(a )] 

2.18 解 ( I) 由于

厂儿 (x)dx = 
+~ k _f: fx (x)dx = J一气了dx = k arctan x[: ＝杠 ＝ I ,

因此 k =-. 
I 

兀

(2) X的概率密度为儿 (x) = ~ (x E R ) 随机变扯 y = I -从{ 的分布函数为
亢(I+xi) 

Fr(y) = P{Y 幻 y) = P{l －归幻 y) = P｛ 眨（l -y)3 )

＝厂 儿 (x)dx = I +~ 1 dx 
( I -y)' （ I -y)' 亢 ( I + x2) 

= ; arctan x[YY ＝皇－ arctan (l - y)3] (y E R ) 

由此可得 Y = I -efx 的概率密度为儿(y) = F;(y) = 
3(1- y)2 

兀[! +(1-y)勹
(y E R ). 

2.19 解 (1) X的分布函数为

F (x)= [氏）dt = I x el dt = j x d(1 + et) 
- ~ (1 + e' )2 _0(1 + e')2 

I 
X 

I =-— = l -— (- oo < x < + oo) . , l +e - ~ I + e' 

(2) 函数y = e'单调且反函数为 X = 1n y(y > 0 ) ，从而 Y的概率密度为

儿 (y)＝尸ln y) ， y> 0,
0, 其他

=l(1 +y)2 , y > 0, 

0 , 其他

2.20 解 X的概率密度为

儿 (x) ＝｛5 ' － l <x < 2 , 

0 , 其他

记X的分布函数为 F入， （x), 先求 Y的分布函数Fr(y)

当 y< O 时， Fr(y) = P{ Y 冬 y) = O; 

2
汾
卯
【

辞
泄
军
廿
乖
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当y?: 0 时， Fy(y)= P( IXl~Y) = P( -y~X~y) = Fx(y)- Fx(-y- 0). 

将Fy(y)关千y求导可得 Y的概率密度为

儿 (y) ＝｛儿 (y) ＋儿（－y）， y> 0 ,
0 , 其他

I l 
当 O~y< l 时 ， － l <-y~ O , 因而儿 (y) ＝－，儿 (-y)=~ ， 此时

3 3 

I I 2 
儿 (y) ＝－+－ = - ; 

3 3 3 

I 
当 l~y< 2 时，－2 <-y~- 1 , 因而儿 (y) ＝－，儿 (-y)= O , 此时

3 

1 
儿 (y) ＝- ; 

3 

当 y?: 2 时，－y~-2, 因而儿（y)= O , 儿 (-y) = O , 此时儿（y) = O ．故 Y的概率密度为

凶）＝』：/<<： '，
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基础内容精讲

一、 n 维随机变量及其分布函数

1. n 维随机变量的概念

如果X), x2, …, xn 是定义在同一个样本空间 Q上的 n个随机变量，则称 (X) ， X2, … ， Xn) 为 n 维

随机变量或 n 维随机向量， X,(i = l, 2 … ,..., n )称为第 l个分址 ．

当 n = 2 时， 称 (X, y ) 为二维随机变量或二维随机向量 ．

2. n 维随机变量的分布函数的概念和性质

( l ) 概念．

对任意的 n个实数Xi'X2' … ,x.' 称 n元函数

F (x1, Xi, ·· · , x.) = P{X1,;;x1, Xi,;;xi, … ,x.,;;x. ) 

为 n 维随机变蜇 (X) ， X2, … ， Xn) 的分布函数或随机变量X) ， X2, … ， Xn 的联合分布函数 ．

当 n =2 时，对任意的实数x,y, 称二元函数
F (x, y) 是 事 件 A ={X ,;; x) 与 B ={Y ,;;y) 同讨伎生的概率

／今
F (x , y) = P(X釭， y,;; y) 

为二维随机变址 (X, y ) 的分布函数或随机变址X和 Y的联合分布函数，记为 (X, Y)- F (x, y) . 

(2) 性质． ／／刁共似腐”导如处，＠定一个
含母 ， 看另一个宫母的安化

O单调性 F (x , y)是x,y 的单询不减函数 ：

对任意固定的y, 当 x） ＜ x2 时 ， F(x1, y),;;F(x2, y) ; 

对任意固定的 X' 当 y） ＜ y2 时， F(x, y1},;; F (x , Yi). 

＠右连续性 F (x, y)是 x,y 的右连续函数 ：

limJ(x , y) = F(x。 + 0 , y)=F(x0, y ) ; 
X➔-'i) 

血 F(x , y) =F(x, y。 + O) =F(x, y。)
y➔y。

y 

＠有界性 F (- oo, y) =F(x, - oo) = F (- oo, - oo) = O, F (+oo, + oo) = I . 

＠非负性 对任意的 x, < X2'Y1 < Y2' 有

平 <X釭2 • Y1 < Y互） = F(x2, y2)-F(x2, y1)- F (x1, y2)+F(x1, y沦 0 .

三实质上是(x , y) ED。的概率~ o

52 



笫 3讲多维随机变量及其分布

3. 边缘分布函数

设二维随机变量 (X, y ) 的分布函数为 F(x , y) ，随机变扯X与 Y的分布函数 Fx(x) 与 Fr(Y) 分别称

为 (X, y )关于X和关于 Y的边缘分布函数 ．由概率性质得

Fx (x) = P{ X ,s; x) = P(X ,s; x, Y < + 00} 

= lim P(X ,;_:;x , f ,;_:;y) 
y--+ + ~ 

= lim F (x, y)= F (x , + oo) 
y➔+~ 

同理，有 Fr(y) =F(+oo, y) 

众号［乘
您考研上

二、常见的两类二维随机变星－—－离散型随机变量与连续型随机变量 霎
（ 一 ） 二维离散型随机变量的概率分布、边缘分布和条件分布

1 . 概率分布

(I) 如果二维随机变量 (X, y ) 的可能取值是有限对值或可列无限对值，则称 (X , y) 为二维离散型

随机变量 ．

称 Py = P{X =x,, Y= y1 ), i, j= I, 2, … 

为 (X, y) 的分布律或随机变拟X和 Y的联合分布律，记为 (X , Y)- p,j ．联合分布律常用表格形式表示

勹 Y1 ... Y1 ... P{X =x」

X l P11 ... P11 ... P1. 

X I p , l 
... PU ... P,. 

P{Y = Y) p. l 
.. . P.J ... I 

(2) 数列 (pij )'i ，丿 ＝ I, 2, ··· 是某一二维离散型随机变扯的概率分布的充分必要条件为

匀'®

P“ 刻， 区LPv = I 
, =! 1=1 

2. 联合分布函数、边缘分布、条件分布

(I) 联合分布函数

设 (X, y ) 的概率分布为Py' i' 丿＝ I , 2 , ···，则 (X , y ) 的分布函数或X和 Y的联合分布函数为
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F (x , y)= P{X ~x, Y幻 y) = LL Py . 
石OyIOy

［ 注 ］ 它是以 (x, y) 为顶点的左下角平面上 (X, y) 取所有可能值的概率的和 ．

设 G是平面上的某个区域，则

P{ (X' Y) E G} = L pij . 
(x,, YJ)eG 

【 注 】 (X, y) 落入 G 的概率等于 (X, y ) 在 G 内取所有可能值的概率的和 ．

(2) 边缘分布．

X, y的边缘分布分别为

~ c 

P;. =P{X =x;) = L P{X =x;, Y = yi ) = L P/ i = l, 2, …) 
} =I j =I 

o ~ 
P.i = P{Y = yi) =L P{X =x; , Y = yi ) ＝区p/J = I, 2, …) 

;~1 i=I 

(3) 条件分布．

如果 (X, Y)- p/ i, j = 1, 2, …） ， 对固定的丿，如果P.j = P{Y= y) > 0, 则称

P{X= x;I Y= y) = 
P{ X = X;'y = y i) 

J ＝少一 (i = ) , 2, …) 
P{Y= y, ) P.j 

为X在 “Y=yj" 条件下的条件分布 ．

同理，对固定的 l ，如果P;. >0' 可定义 Y在 “X=x," 条件下的条件分布

P{Y = y) X =x, ) ＝生 (j =l, 2, …). 
p i· 

（ 二 ） 二维连续型随机变量的概率密度、边缘概率密度和条件概率密度

1 . 概率密度

(l) 概念．

如果二维随机变扯 (X, y) 的分布函数F(x , y)可以表示为

F(x ,y)=f)'~dv止f(u, v)du, (x, y)e R 2, 

其中f(x, Y)是非负可积函数，则称 (X, y) 为二维连续型随机变量，称f(x, Y) 为 (X, y) 的概率密度 ，

记为 (X, Y)- f(x, y). 

(2) 二元函数f(x, Y)是概率密度的充分必要条件为

f(x, Y)刻，亡dyI；勹（x , y)dx =l . 
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笫 3讲多维随机变量及其分布

［ 注 】 改变八x,y) 的有限个点的值 （ 仍取非负值 ）， f(x, Y) 仍然是概率密度．

2． 联合分布函数与概率密度、边缘概率密度、条件概率密度

(I) 联合分布函数与概率密度．

设 (X, y ) 的分布函数为 F(x, y) ，概率密度为f(x , y) ，则

(D F (x, y) 为 (x, y) 的二元连续函数，且

F (x, y)=P{X釭，归 y} ＝ I卫叽f(u, v)du; 

＠设 G为平面上某个区域，则

P{ (X , Y)e G} = ff f(x, y)dxdy; 

酰f(x, Y)在点 (x, y) 处连续， 则
扩F(x, y) 

ax匈
叮(x, y) ; 

扩F(x, y) 
碑F(x , y) 连续且可导，则 (X, y )是连续型随机变址 且, '~ ax彻

(2) 边缘概率密度

设 (X, Y)-f(x, y) ，则 X的边缘分布函数为

沪）＝ F(x, +co)= r=[f_+~勹(u, v)dv] du , 

所以X是连续型随机变蜇，其概率密度为

儿 (x) = f_＋中勹(x , y)dy , 

称儿 (x) 为 (X, y )关千X的边缘概率密度

同理， Y也是连续型随机变量，其概率密度为儿 (y) = f；勹（x, y)d.x. 

(3) 条件概率密度

设 (X, Y)- f(x, y) ，边缘概率密度儿（x)> 0, 则称

fr1x(y Ix)= 
f(x, y) 

儿 (x)

为 Y在 “X=x" 条件下的条件概率密度

同理，可定义X在 “y = y" 条件下的条件概率密度

f(x, y) 
fx1r(x I y) =（儿(y) > 0) 

儿 (y)

由以上讨论可知，若儿（x)> 0, 儿 (y) > 0' 则有概率密度乘法公式

f(x, Y) = f x (x)fr1x (y Ix)= fr (y)fx1r(x I Y) 

众号［
您考研上I1-

是它的概率密度
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【注］ 称
y

FYIX(y Ix)= r J Yjx (y IX)dy= fY f (x , y)
dy

-O nx ＿中儿 (x)

为 Y在 “X=x" 条件下的条件分布函数．

同理，可定义X在 “Y =y" 条件下的条件分布函数

FXIY(x Iy) =r中fx1r(xly汕 ＝ f
X f (x , y)
-~儿 (y)

3. 常见的二维分布

(I) 二维均匀分布．

如果 (X, y) 的概率密度为

f(x , y)[
0,

(x , y)ED,

其他 ，

dx.

其中 SD为区域D 的面积，则称 (X, y)在平面有界区域D上服从均匀分布．

(2) 二维正态分布．

如果 (X, y) 的概率密度为

f (x y) ＝ 27t66：卢exp｛飞（1 ：矿）［（X －61µl]2 2p（宁）（了］＋（了］2ll
其中 µI E R , 凸 E R . 0'1> 0 ' 0'2> 0 '- 1< p < I ' 则称 (X, y) 服从参数为 从，庄，式，式 ， p 的二维正态

分布，记为 (X, Y)-N仇，肿式， a;; p) ． 此时有

邸 (XI, X2)- N(µI ，归式，式； p），则

X1 - N(A, 叶）， X2 ~ N饥，动

霹xl~N饥，叶 ）， X2~N仇， 6；)且X1'Xi相互独立，则

独立⇒ 禾相美 ， 欱p =L竺）， X2) ～ N仇， µ产:五：上腔 ·

@(XI'X2)- N ⇒ k)XI + k2X2- N (kl, k2 是不全为 0 的常数）．

恰抡说胡

联合令布 ⇒ 边恃令布
七

.喟jD111 将两封信投入 3 个信箱，设X1, Xi分别表示第一个和第二个信箱投进的信的数

56

(l) (X,, X2) 的分布律 、 边缘分布 ；

(2) 在条件X2=l 下， X1 的条件分布．

解 (I) x1 与 X2 可能取值为 0 , I , 2 , 样本点总数为 32 = 9, 则

I
p00 = P{X1= O, Xi = O) = ~, p 01 =P{X1 = O, Xi = 1) =~

2

9

I
Po2 = P{Xi = O,X2 =2} = i ' P,o = P亿 ＝ I, X2 = O) =~

2

9

，求 ：

关注公众号：小小考研   获取更多考研资料



笫 3讲 多维随机变量及其分布

p 11 = P{X1 = ! , X 2 = !) =¾, p 12 = P{X1 = I , X 2 = 2) = O, 

I 
p 20 = P{X1 = 2 , X 2 = O) =— , P21 = P22 =O, 

9 

于是 (XI , X2) 的分布律与边缘分布为

勹 。 I 2 p, . 

。
I 2 I 4 

9 9 9 9 

2 2 
。

4 
1 

9 9 9 

2 
I 

。 。
I 

9 9 

4 4 I 
I p．丿

9 9 9 

(2) 

2 2 

POl = 9 l p 11 9 l P{XI = O I X 2 = I} =—— = —, P {XI = ] I X 2 = I} = —=—=— P.1 ~ 2 ' - ' -- I - '- - L -, P.1 ~ 2 

9 9 

P{X1 = 2 [X 2 = I} = O, 

所以在条件X2 = I 下， x, 的条件分布为x, ～ 厂
2 

\ ll

_2 

．切阳嘈 二维随机变瞿 (X , y ) 的概率分布为

。

。 0.4 

b 

a 

0.1 

若随机事件 {X = O) 与 {X + Y= I ) 相互独立， 则 （

(A) a = 0.2, b = 0 .3 (B) a = 0.1, b = 0.4 

) 

(C) a = 0.3, b = 0.2 (D) a = 0.4, b =0. 1 

解 应选 (D)

由联合分布、边缘分布及条件分布的性质，有

P{ X= O) =p00 +p01 = 0.4 +a, 

P{X + Y = I) = p 01 + p 10 =a+b, 
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Poo + Poi+ Pio+ P11 = a +b+0.5 =I ⇒ a+b=0. 5, 

P{X = O, X +Y = I) =P{X = O, Y =I) =a. 

又 {X=O} 与 {X+Y=I} 相互独立，故

P{ X = 0, X + Y = I} = P{ X = 0) • P{ X + Y = I) 

= (0.4 +a)(a +b) = 0.5(0.4 +a). 

因此 0.5 (0.4 + a )= a, 解得 a =0.4, b =0.5-0.4 =0.1, 故选择 (D).

·}渭撑累瞿l 已知二维随机变量 (X, y) 在 G上服从均匀分布， G 由直线x-y=O,x+y=2 与y =O 

围成，求 ：

(I) 边缘概率密度儿 (x) 和儿 (y) ;

(2) 条件概率密度fx1/x l y) • 

解 (X, y) 的正概率密度区域如图 3-1 所示．

y 

2 X 

图 3-1

由题设， （X, y) 的概率密度为

f(x, y) ={l, 0勺红卢这2- y,
0 , 其他

(1) 

+O I。; 1dy,儿 (x) = f_0 f (x, y)dy =｛｛厂1dy,
O<x<I, 

l <x<2, 

其他

市边僖概痒密度口诀 ·
祁谁禾钮谁．
禾钮先定眼 ，
眼向画条伐
先文写下限 ．
后女写上限

产，言2
0, 其他，

儿 (y) ＝ f_＋～勹(x, y)dx ={f厂1dx,0 <y< l,= 2-2y, 0 <y< l , 
0, 其他 ｛。， 其他

(2) 在 0<y<l 的条件下，条件概率密度

fxir(xly) = 
f(x, y) = 1 
儿 (y ) 2-2y' 
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I 

所以在 Y ~y(O <y< I ) 的条件下 ， X的条件概率密度为fXIY(x|y) ＝ [ 2-2y , y,s;x,s:; 2- y, 

0 , 其他

■渭渭置， 已知随机变量X在区间 [O , I ] 上服从均匀分布，在X =x(O<x< I ) 的条件下，随机变量

Y在区间 [O, X ] 上服从均匀分布，求 ：

(I ) (X'y) 的概率密度 ；

(2) y的概率密度 ；

(3) 概率 P{X + Y > I).

解 ( 1) 由题设， X的边缘概率密度为

儿 (x)={~', O<x< I, 

其他

在X =x(O < x < 1 ) 的条件下 ，随机变量 Y在区间 [O , X ] 上的条件概率密度为

f nx(y|x) =[:,0 <y < X < l , 

0 , 其他，

因此， 当 O <y<x< l 时， f(x , Y) ＝儿 (x)fr1x (y Ix) ylx)= _:_ ，故 (X , y ) 的概率密度为
X 

f(x, y) ={: , 0 <y<x< l , 

0 , 其他

(2) (X , Y ) 的正概率密度区域如图 3-2 所示

当 O <y< I 时 ， 几 (y) ＝厂f(x, y)dx = r 勾 dx =- ln y ; -~ y x 

当 y,,,; O 或y习时 ， 儿 (y) = O 

从而有 儿 (y) ＝｛- In y, 0 <y< l , 
0, 其他

y 

X 

图 3-2

(3) P{X + Y > 1) = ff f(x, y)d.xdy = f{ d.x「丿dy = I - ln 2 
x +y >I 

2 J l -x X 

f (x, y) 
【注］ 第 （1) 问 中， 当儿 (x) > 0 时 ， 才有fr1x(y J x) = ， 所以 f(x, Y) ＝儿 (x) • f Y\x (y I x ) 是

儿 (x)

在儿 (x) > 0 时的表达式 ， 故最终结果要加上儿 (x) = O 时的定义，一般说来， 在分段表达式的 “其他“

中也就定义全面了 ．
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三、随机变量的相互独立性 霎
1 . 概念

(1) 设二维随机变址 (X, y) 的分布函数为 F(x, y) ，边缘分布函数分别为 Fx(x), Fy(y) ，如果对任

意的实数x,y都有

F(x, y) = Fx (x) • 片 (y) （即事件 {X~x)与{Y~y) 相互独立），

则称X与 Y相互独立，否则称X与 Y不相互独立．

(2) 如果 n 维随机变址 (Xi, X2, … , Xn) 的分布函数等于边缘分布函数的乘积，即

F(x,, x2, … , xn) ＝ E 位） ． F2 伈） ·…. Fn (xn) , 

其中 F, 位）（i =I, 2, …， n）为X，的边缘分布函数， x,为任意实数，则称X1, X2 , … ， X” 相互独立 ．

(3) 如果对任意实数x;(i = l , 2 … , ... , n) 与y (J= 1, 2, … ,m) ，有

P{X尽 Xi, X2<x2, …, Xn<xn; I<yI, Y2<y2, … , Ym~Ym) 

=P{X1 ~x1, X 2 ~x,, …, X n <xJ · P{ [ <y1, Y2 <y2, … , Ym~Ym)' 

即联合分布函数等于各自的分布函数相乘：

F(x,, x2, … , x., Y,, Y,, · · ·, Y m) = F; (x, , x2, … ， xn) ． F2 炽， y2, … ,Ym),

则两个多维随机变量 (X1, X2, … ， Xn) 与 (I, Y2 , …， L)相互独立．

2. 相互独立的充要条件

(1) n 个随机变量XI, X2, …，凡相互独立

~对任意的 n个实数X; (i = 1, 2, · · ·, n), n 个事件 {X尽叫，｛X2 ~x,), …, ｛ Xn<xn ) 相互独立．

(2) CD设 (X, y) 为二维离散型随机变扯，则X与 Y相互独立

丑联合分布等于边缘分布相乘，即 ----_＿今 ”,l 3 . 1 中，由千Poo 叮 p。. P.o. 故X1 与 X2 禾独立．

P{X= x,, Y=yi ) =P{X=x;) • P{Y= yi ) (i, j=I, 2, …) . 

®n个离散型随机变址x1, x,, … ， Xn 相互独立

60 

～对任意的 xi EDi =｛ Xi 的一切可能值）（i =l, 2, …， n) ，有

n 

P{X1 =x1, …， X“ 飞｝ = rrP{ Xi =xil . 
／叫

(3)霆 (X, y) 为二维连续型随机变量，则X与 Y相互独立

0概率密度等于边缘概率密度相乘，即

f(x, Y) ＝儿 (x) • 儿 (y).



笫 3讲多维随机变量及其分布

＠设 (Xl, Xi ,. ..'xn) 为 n 维连续型随机变量，则 X1, Xi ,· · ·, 凡相互独立

0概率密度等千边缘概率密度相乘，即

f(xl'X2' …, xJ = J; (xi) • /2 伈） · … · 几 (xn),

其中J, 位）为X， 的边缘概率密度 ．

3 . 相互独立的性质

( I ) 设 X1 , Xi, · · ·, 及相互独立，则其中任意 k (2 :s;; k :s;; n ) 个随机变址也相互独立 ．

(2) 心设 (X, y ) 为二维离散型随机变址， X与 Y独立，则条件分布等于边缘分布：

P(X=x;I Y =y1 ) = P{X=x;) (P{Y =y) > 0), 

P{Y = y) X =x,) = P(Y = y1) (P{X =x;) > 0). 

＠设 (X, y) 为二维连续型随机变批， X与 Y独立，则条件概率密度等千边缘概率密度 ：

f (x, y) 
f xir(x l y) = ＝/人, （x )（儿 (y) > 0), 

儿 (y)

frix(ylx)=1M ＝儿 (y)（儿 (x) > 0) 

＠若Xi , Xi , · ··, 及相互独立 ， g1 (x ) , g2(x ) , … ， g,， (x ) 为一元连续函数 ， 则 gl (Xl ), g / X2 ), … , 

gn(Xn) 相互独立 ．

一般地，若 xll' … ， Xi ,, , X 21 , · · · , Xi,, , … , Xnl'•••, x,,,” 相互独立 ， g, 是 心 ＝ I , 2, … , n ) 元连续

函数，则 gl(Xll' … ， X1,, ), g / X21, … ,X2,2), •••'gn(Xnl' … , Xnt”) 也相互独立

4. X与 Y不独立的判断与证明

X与 Y不独立0存在Xo, Yo ，使 A={X:s;;x。)与 B ={Y :s;;y。)不独立，即

F (x0 , y。巨 Fx(x。) · 片 (y。)

也即取合适的 Xo , Yo , 使 P{ X:s;;x。 ) • P{Y :s;; y。) ＃ P{X 冬 Xo 'f 冬 y。 ) 如 ： 取 Xo, Yo, 使 O < P{ X:s;;x。 ) < I, 

O < P{Y 冬 y。) < I' 但（ X :s;; x。｝仁 {Y:s;;y。 ) 或{Y:s;;y。}仁 {X 冬r。)或{X:s;;x0, Y 至 y。 ) ＝ 0 等 . . 协阳璞 设随机变植X - N(O , I ), 在 X=x 的条件下，随机变址 Y - N (x, I ) ， 则 (X, y ) 的概率

密度f(x,y) =_.

1 立＋y2 -2巧

解 应填—e 2 
27[ . 

由题意知
X 

2 

f x(x) 
l -— l －止立

x x =—-e z'fr1x (y I x)=— e 2 
忘忘

故
1 - 2x2 寸－2”

f (x, y) ＝儿 (x ) • fr1x (y I x ) =— e 2 
27t 
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■喟环霪 设随机变址X的概率密度为

f (x) =½产， xe(- oo, 十 oo) ，

证明 ： X与 1 们不独立．

证明 取x。 = 1 ' 则

P{ X钊＝打 e-1叶d.x ＝甘° exd.x +1f l e-x d.x = 1 －昙－1,
2 J - ~ 2 -。 2 。 2

P{ IX|,;;; }} =½尸d.x = f。:e-'d.x = l - e-1. 

又事件 {IXl,s; l巨{X,;;; l} ，即 11x1,;;; 1}n1x,;;; 1 } =11x1,;;; 1 } ，故有

P{ X,s; l , IX 匡 l} = P{IX|,;;; l} = 1 - e飞

从而有

P{ X~ l , IX l~ l) * P{ X~ I) • Pl IX 匡 1) '

因此 ， X与凶 I 不独立 ．

[ ［ 注 ］ 本题中 x。可取任意正数 ．
、
/

四、多维随机变量函数的分布

1. 概念

设X,Y为随机变址， g(x, y)是二元函数，则以随机变量X, y作为变址的函数 Z =g(X, Y)也是随

机变址，称为随机变量X, y的函数 例如：
I. X <Y Z=X+Y,Z=｛。',X/ Y，等．

常考问题 ： 已知 (X, y) 的分布，求 Z =g(X, Y) 的分布 ； 又 U = h(X, Y) ，求 (Z, U) 的分布

2. 求法

已知 (X, y) 的分布，求函数 Z =g(X, Y) 的分布．首先要确定X, y的类型，而后采用相应的公式

计算．

( I ) 如果 (X, y)是二维离散型随机变址，则 Z =g(X, Y) 也是离散型的，先确定 Z的值，而后求其

相应的概率，即可求得Z的分布，具体见例 3 .7.

(2) 如果X, y其中一个是离散型的，另一个是非离散型的，将事件对离散型的一切可能值进行全集

分解，而后应用全概率公式求得Z的分布，具体见例 3. 10 .

(3 ) 如果 (X, y)是二维连续型随机变址，即 (X, Y)-f(x,y) ，则 Z =g(X, Y) 的分布函数
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F (z) = P{ g (X, Y )女） = ff f (x, y)dxdy , 
g (x . y)女

要求概率密度八z) ，亦可直接用下面的“四、 3 ." 中所讲公式，具体见例 3.8 , 例 3.9

3. 相互独立随机变量函数的分布及卷积公式

( 1 ) 和的分布．

设 (X , Y) - f (x, y ) ， 则 Z =X+ Y的概率密度为

儿 (z) ＝「J(x , z-x )dx = f 十：八z-y,y)dy

旦 I :：儿 (x)儿 (z-x)dx = f ＿十：儿 (z - y)儿 (y)dy

(2) 差的分布 ．

设 (X , Y)- f (x, y ) ，则 Z=X-Y的概率密度为

儿 (z) ＝亡f(x,x － z)dx = ［勹(y +z, y)dy 

巳 l ＿十：八 (x )儿 ( x - z ) dx = J 一十：儿 ( y + z ) 

(3) 积的分布．

设 (X , Y) - f (x, y) ， 则 Z = XY的概率密度为

(4) 商的分布 ．

儿 (z ) = f 十：／X:] dx = f +: / , y] dy 

气卢儿(x)[dx = 「凇飞］儿(y)dy

设 (X , Y) - f (x , y ) 
X 

x , y ，则 Z ＝—的概率密度为
Y 

庐） ＝ f_十：旧f(yz, y)dy麟 f_＋加1儿 (yz )fr(y)dy

【注】 以上四组公式 ， 可用“口诀”来记忆 ： ＂积谁不换谁 ， 换完求偏导 ． ＂

如 Z=X - Y 的儿 (z ) = f歹(x, x -z )dx 中．

先用第一句 ： ＂积谁不换谁＂ ．对 x 积分 ， 则 不换x, 写成f(x , 口） ， 换y = x-z, 为f(x, x - z) . 

a(x-z) 
再用第二句 ： ＂换完求偏导＂． ＝ － 1 , 因概率密度非负 ， 要加绝对值 ， 即为 1 - 1 i = l ． 这样

az 

便记住了 公式 ．
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(5) max{ X, Y) 分布 ．

设 (X, Y)- F (x, y) ，则 Z =max{X, Y) 的分布函数为

Fmax(z) =P{max{X, Y) 釭｝ ＝P{X釭， Y釭｝ = F(z,z). 

当X与 Y独立时，

Fm眈 (z) = Fx (z) • 片 (z ) .

(6) 皿n{X, Y) 分布．

设 (X, Y)- F (x, y），则 Z=皿n{X, Y) 的分布函数为

当X与 Y独立时，

Fmin(z)= P｛ 皿n{X, Y),;;z) = P{{ X豆｝ U{Y豆｝｝

= P{X,;;z) +P{Y,;;z)- P{X,;;z, Y,;;z) 

=Fx(z)+Fy(z)-F(z, z) . 

Fmin (z) = Fx (z) + Fy(z)- Fx(z)Fy(z) 

= l- [l-Fx(z)][l-Fy(z)] . 

［注】 上述结果容易推广到 n 个相互独立的随机变量XI, X2, …, X" 的情况，即

F max (z) = Fx, (z)Fx, (z)…Fx, (z) , 

F min (z) = 1 - [l - f人', (z)][l - Fx, (z)J. . · [1- Fx, (z)] . 

特别地 ， 当 X; (i = 1, 2, …, n) 相互独立且有相同的分布函数 F(x) 与概率密度f(x) 时，

Fmax(x) = [F (x )]n, 

f max(x) = n[F (x)]"-1/(x) . 

Fmin(x) = l- [1- F (x)]", 

/ min (x) = n[l - F(x)]"一i f(x) .

这些结果在数理统计部分是要用到的．

(7) 常见分布的可加性．

有些相互独立且服从同类型分布的随机变量，其和的分布也是同类型的，它们是二项分布、泊松

分布、正态分布与 %2 分布．

设随机变址X与 Y相互独立，则

若X~ B(n, p ), Y~ B(m, p ) ， 则X+Y ~ B(n+m, p ) （ 注意p 相同）；

若X ~ P (),) , Y ~ P佑 ） ，则X+Y ~ P炕＋Ai ) ;
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若X~N仇，忒）， Y~N饥，式），则X+Y~N饥＋µ2, 忒＋6；） ；

若X ~ x2(n), Y ~ x2(m ) ，则 X + Y ~z2(n + m ) ．一—过6性再讲

[ 【 注 】 上述结果对 n 个相互独立的随机变量也成立．
、
/

■补IIIII 将两封信投入 3 个信箱，设X,, X2 分别表示第一个和第二个信箱投进的信的数量，求

随机变量 r; =X尸凡和 Y2=X! －凡的分布

解 由例 3. 1 知 (X,, X2) 的分布律，则片＝ X1 ＋凡的可能取值为 0, I , 2, 于是

1 4 4 
P{ l'; = 0) = P oo = ~, P｛片 ＝ I} = Po,+ P ,o= —, P{I =2) = p 02 +p11 +p20 =- , 

9 9 9 

从而有

Y ~[; i il 
又 Y2=X1 －凡的可能取值为－2, -1, 0 , I , 2, 千是

众号［乘龙
考研上岸

l 2 1 
P{ Y2 =-2) = P o2 =-;;;- , P{ Y2 =- !} = P oi =-;;-, P{ ½ = O) = Poo + P11 =:-, 

9 9 3 

2 1 
P{Y2 = !} =plO = -;;-, P{Y2 =2) =p20= —, 

9 9 

从而有 Y2勹 il ; i 』
■媒m， 设随机变量X, y相互独立，它们的概率密度分别为

儿 (x) ={ ~一X , x > 0 ，儿（y） = 2y, 0 < y < l, 
0 , 其他， ｛。， 其他 用怂和公式三部曲

，勹＠扰＇芬母 X > 0, Q < 二一 x < I ⇒ 

(1) 求 (X, y) 的概率密度；

(2) 求 Z=X+Y的概率密度．

解 (1) 由于 X, y相互独立，则 (X, y ) 的概率密度为

( 
f(x, y) ＝儿 (x)儿 (y) ＝ {2ye一X , x> 0, 0< 义< I ,

0, 其他

(2) 在X, y相互独立的条件下，用公式几 (z) = f：儿（x）儿 (z -x)d.x计算，有

儿 (x)儿 (z-x) ＝｛2(z-x)亡， x > 0 , 0 < z-x < 1, 
0, 其他

域二
三
』

x
© 
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当 z< O 时， 儿 (z) = O; 

当 0 < z < I 时， 儿 (z) = l。~ 2(z-x)e-xdx =2z +2e士 － 2 ;

当 z > I 时，儿 (z) = f:一 1 2(z-x)e-xdx=2e一r .

因此Z=X +Y的概率密度为

＠背口诀

祁 z 禾钮 Z,

禾积先定眼，
限内画条钱．
先麦写下限，
后支写上限．

2z+ 2e一' -2, O<z< l , 

庄）＝｛2e一z , z > l , 

0 , 其他

【注］ 本题亦可用分布函数法．（X , y) 的正概率区域 D 与所求概率 F2 (z) = P( X + Y,;; z) 的积分区

域的公共部分有三种不同的组合形式（见图 3-3)，于是 ：

当 z< O 时， F2(z) = O; 

当 0女 < 1 时， F2(z) = f: dxi。仁' 2ye飞ly =z2 - 2z- 2e一z + 2; 

1 +0 
当诊 1 时， Fz(z) ＝ l-f d寸 2ye-'dx = 1- 2e-z. 

。 仁y

因此 Z =X+Y的概率密度为

y 

Z'SX+Y 

图 3-3

儿 (z) ＝［2e一z,
2z+2e一z -2 , 

0 , 

O<z< l , 

z > 1, 

其他

■,撑谍重 设二维随机变量 (X, y) 在矩形区域D = { (x, y ~o,;.; x,;.; 2, 0:,;.; y,;.; 1) 上服从均匀分布 ，

求边长为X和 Y的矩形面积Z的概率密度．

解 由题设Z =XY, (X , Y) 的概率密度为 用尽钮公式”三部曲”
霾宫母

f(x, y)={;, 0釭豆， 0勺/二／0＜这 2 , 0千 1 ⇒ 0 ＜这 2, 0幻釭
0 , 其他---- —-- ）＠接区域

用卷积公式

儿 (z) = f ＿十岁(x,~)dx, 0釭釭豆． 二-0”
X 

当 z,s; O 或诊 2 时 ， 儿 (z) =O; 

当 0 <z<2 时，

I r 2 1. 1 
儿 (z) ＝- I -dx =- (In 2-In z) . 

2 J z X 2 

＠节口诀

祁 z 禾钮 z.
禾钮先定限，
限内画条伐
先麦写下限．
后麦写上限

X 

因此Z=XY的概率密度为
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儿 (z) ={;(In2-In z) , 0 <z <2, 

0, 其他

［ 注 】 本题亦可用分布函数法 ．

正概率密度区域 D 与所求概率 Fz (z) = P{ XY .;; z) 的积分区域的公共部分有三种不同的组合形式

（见图 3-4 ) ， 于是 ：

当 z .;;; O 时 ， F2(z ) = O ; 

当 0 <z< 2 时 ，

y 

z . r l 1 . r 2 . r !. I 
辛） ＝ Iod.xl 。 i dy+ J:d.xn产

。 2 X 

1 
= ..'... z(l- ln z + ln 2) ; 

2 

图 3-4

当 z~2 时 ， F2(z ) = l . 

因此 Z=XY的概率密度为

儿 (z ) ＝ ｛卢Ln2-ln z ) ， 0 < Z < 2 , 

0 , 其他

■渭渭l雪 设随机变量X,, X2, X] 相互独立，其中 X1 与X2 均服从标准正态分布，凡的概率

分布为 P{X3 =O) =P{X3 =I}=½, Y =X3X, +(I飞）X2

(I) 求二维随机变量 (X,, y) 的分布函数，结果用标准正态分布函数 <P(x) 表示；

(2) 证明随机变量 Y服从标准正态分布

( 1 ) 解 记 (X,, y) 的分布函数为 F(x, y) ，则对任意实数x和y, 都有

F(x, y) =P{X, 釭，区 y) ..,. =P{X, 釭， X3X, +(l-X凇五 il)

/=P{X, 幻,X3X, ＋ ( l -X3)X2 幻，（;3 =OUX, =I)} 
= P(X,.;;;x, X式＋（1-X芯幻｝

= P{X3 =O)P{ X, 釭， X丸＋（1 -X3)X2 冬 YI X3 = O) + 

P{X3 =l}P(X, 釭， X式＋（l-X3)X2 .;;;ylX1 =I} 

l l 
=－ P(X尽 x, X2 勺飞＝0) +-;::- P{X, 釭， X尽 Y飞＝ I}

2 

l i独立性
2 

I 』独立性
=-;::- P{X,.;;;x, X2.;;;y) +-;::-P{X,.;;;x, X尽 y)

2 2 

l l 
=-;::-P{X尽 x, X2.;;;y) +-;::- P{X,.;;; 皿n{ x, y)) 

2 2 
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l l 
=－ o(x)少 （y) ＋－o（皿n{ x,y)) .

2 2 

(2) 证明 由 (1) 知， Y的分布函数为

片 (y) ＝煦~F(x,y)

= lim 
l l x➔+~[½<JJ(x)虳）＋2 少(min{x,y})]

l l 
=- l;/J (y)+~ l;/J (y) = l;/J (y)' 

2 2 

所以 Y服从标准正态分布．

．补谓“昌 设随机变量X, y相互独立，且都在区间 [a, b ] 上服从均匀分布，求Z = max{X , Y} 的

概率密度 ．

解 由题意可知X,Y相互独立，且

卢）＝忙，年这b,
0, 其他，

f(y) ＝［已，咚y幼，
0, 其他，

所以 (X, y) 的概率密度为

所以
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f(x, y) ＝｛ (b-a)2' 咚店b, a勺幼，
0, 其他．

由 (X, y) 的取值区域{ (x, y)I a~x~b, a~y~b) ，可知 Z =max{X, Y) 的取值区间为 [a, b]. 

当 z<a 或z>b 时，有儿 (z) =O. 

当年z女 b 时，有

F2(z)= P(Z ~z) = P(max{ X, Y) 女） ＝ P{X釭， Y釭｝

= ff f(x, y)dxdy=「 dx「
1 

a - J a (b-a) 2 dy 
X ,yz 

(z -a)2 
= 

(b-a)2' 

儿 (z) ＝ F从z)=
2(z-a) 
(b-a)2. 

综上， Z =max(X, Y} 的概率密度为



第 3讲多维随机变量及其分布

2(z - a ) 
庐）＝［ （b － a )2 , a也 b,

0, 其他 叮乘龙
L 

L五习题精练 r 

[ 习题 ] 

3.1 设二维随机变扯 (XI, r; ) 和 (X2 , Y2) 的概率密度分别为J; (x , y) 与J/x, y ) ， 令

f (x , y) =aJ; (x, y)+ ~几 (x , y) , 

若f(x, Y ) 是某二维连续型随机变址的概率密度，则 a,b 满足条件 （ ) . 

(A) a +b = I 

(C) 0 < a < l, 0 < b < 1 

(B) a > 0 且 b > O

(D) a~O , b ~ O 且 a+b =I 

3.2 设随机变扯X, y相互独立，且均服从标准正态分布 N(O, I ) ，则 （ ) 

(A) P( X +Y 习） =- 
1 

2 

I 
(C) P (max(X, Y) ~ O} =-:-

4 

(B) P{X - Y 匀｝ =- 
1 

2 

(D) P{min{X, Y) ~ O) =-:-
1 

4 

3.3 设随机变量X和 Y独立同分布，且X的分布函数为 F(x ) ，则 Z =max(X, 门的分布函数为

(A) F 2(z ) (B) F (x)F (y) (C) 1- [I-F(z)]2 (D) [1-F(x )][l -F(y)] 

3.4 如果二维随机变量 (X, y ) 的分布函数为

F (x, y) = {~~e-,,X -e古Y + e一炉如－如 max{x y ) , x > 0 , y > 0 , 

0, 其他 ，

其中入，片如 ＞ 0, 则 X和 Y的边缘分布函数分别为 . 

3.5 随机变量 (X, y) 的概率密度

l +sin xsin y -l 2 2 
2 

( x +y) 
f (x, y)=~e 2·-' ' (- oo < x, y<+oo) 

2兀

的两个边缘概率密度队 (x), J/y )分别为 . 

3.6 设随机变撮xi, x 2, x 3, x4 相互独立且同分布， P｛凡 ＝ 0) = 0.6, P{ X; = !) = 0.4, i = I , 2, 3 , 4, 
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则行列式X =1;: ;:1 的概率分布为＿－—·
3.7 设X与 Y相互独立，下表是随机变址X与 Y的联合分布律以及两个边缘分布律中的部分数值，

试将其余数值填入表中空白处．

勹 yl y2 Y3 P{X=x,) 

X1 
l 

8 

X2 
I 

8 

P{Y =y) 
1 

I 
6 

3.8 袋中有编号为 1, 1, 2, 3 的四个球，现从中无放回地取两次，每次任取一个，设x! ， X2 分

别为第一次 、 第二次取到的球的号码，求 ：

(1) (XI'X2) 的分布律，并判断X1 与X2 的独立性；

(2) 在X2=2 的条件下，凡的条件分布；

(3) 随机变扯 y =X1X2 的分布，

3.9 已知 (X, y) 的概率分布为

- 1 

I 
-1 

6 

1 
。

3 

。

1-61-61

-6 

(1) 求 Z=X-Y的概率分布；

(2) 设 U1 =XY, ft; 
X 

= 
Y 
，求 (U1,E) 的概率分布；

(3) 设 U2 = max{X, Y}, V2 ＝皿n{X, Y} ，求（u2 , vi) 的概率分布， U2V2 的概率分布．

3.10 求以下给出的 (X, y) 的概率密度的边缘概率密度儿(x) 和儿 (y) :

(1) J;(x, y) ＝｛亡， 0 ＜ x<y,
0, 其他；
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(2) 儿 (x, y) =\:(x2 +y) , 0 <y < 1-x2, 

0, 其他

3.11 设二维随机变量 (X , y ) 的概率密度为

f(x, y) ={k, 0 < x2 <y<x< l, 
0, 其他

( I ) 求常数 k;

(2) 求 P｛三｝ 和 P {Y叶｝
3.12 巳知随机变量 (X, y ) 的概率密度

f (x, y) ={t-y ' 
0 , 

求常数A ， 并计算概率P{X ＋卢 1) , p行气｝

O<x<y, 

其他 ，

3.13 已知随机变量X与 Y相互独立 ， X服从参数为入的指数分布， P{ Y =-1) = ~, P{ Y =I)=~, 
3 

4 4 

求概率P{X-Y :,,;; \) , P{XY :,,;; 2). 

3.14 设二维随机变量 (X, y ) 的概率密度为

f (x, y) = {2-X-y, 0 < x< l , 0 <y< 1, 
0, 其他

( 1 ) 求 P{X > 2Y) ; 

(2) 求 Z=X+Y的概率密度儿 (z)

3.15 设随机变量X, y相互独立，且都服从指数分布，它们的概率密度分别为

儿 (x) ＝｛入e一入x , x > 0 , 儿（y)={i~一入y , y> 0, 
0 , 其他， ｛。， 其他

X 
求 Z =—的概率密度y 

3.16 设随机变量X, y相互独立，且都在区间 [a, b ]上服从均匀分布，求 Z = min{X, Y) 的概率密度．

3.17 设随机变最X的概率分布为 P{X = !) = P{X = 2) =- 在给定X = i 的条件下，随机变量 Y服
2 

从均匀分布 U(O, i)(i = l , 2 ) ．求 Y的分布函数 Fr(y) 和概率密度儿(y) .

4 
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3.1 

即同时有

(D) 解 函数f(x, Y) 为某二维连续型随机变址的概率密度的充分必要条件是

f(x, y)~ O, r:dx[；勹(x, y)dy = l , 

f(x, y)=af.(x, y)+~儿 (x, y)习 0 ,

EdxL勹（x, y)dy = a r : dx J_+。飞 (x, y)dy+br:dx[；飞 (x, y)dy = a +b = l, 

故选择 (D) .

3.2 (D) 解 因为 X, y 相 互独立， 且均服从标准正态分布 N(O, 1), 所以 U=X+Y~

N(O, 2), V=X-Y-N(O, 2 ) ，排除 (A),(B)．又

P{max{X , Y};;::OJ = 1- P{max{X, Y} < 0} = 1-P{X<O, Y<O} =-=:,, 
3 

4 

P(mm(X , Y} > O) =P(X > 0 , Y>O) =-, 1 

4 

故应选择 (D).

3.3 (A) 解 由于X和 Y独立同分布，且X的分布函数为 F(x) ，则 Z的分布函数为

G(z)= P(Z .;;z) = P{max{X , Y} 釭｝ ＝ P{X豆， Y幻｝ =P{ X.;; z)P{ Y生） =F 2(z), 

故选择 (A).

3.4 
1 - e一入X , x > 0, l －产， y>O, 研）＝｛。， 其他，片 (y) ＝｛。， 其他 解 因为

lirn (l-e六x _e古Y +e一心－如六, max fx . yJ ) =1-e一人X '
y-》 十～

hm (l - e-，，x _ e古y +e一炉如－如 maxl x, YI)= 1- e女y '
x➔+0 

所以X和 Y的边缘分布函数分别为

3.5 

72 

研）＝F(x, + oo) = }~1!1~ F (x, y) ＝{；：产，言：

凡(y) = F (+oo, y) = .~ ~F (x, y) ={ 
1-e女Y , y> O, 

x➔+;.,- - , ✓ , Io, 其他

2 2 

队）
l 上－ 1 -~ 

x =—e 气儿(y) ＝—一e 2 

尽尽
解 由边缘概率密度的公式，有

2 l x 
2 . 2 2 2 

X 

氏）＝I:勹(x, y)dy ＝五卢仁e今dy＋于兀~sin y • e－兮dy ＝忐卢
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即爪x)是标准正态概率密度． 由对称性知儿 (y) 也是标准正态概率密度 ， 所以儿 (y) = -i:=-e 2 . 
l -.!'_ 

墨

3.6 X ~[。 -l44 。

0.7312 0.1344] 
解 因为X=X1X厂凡X3 ，所以X的可能取值为－I , 0 , I. 

易知 z1 =X1X4 与 22 = X2凡独立同分布，且

P{Zl = l) = P(XI = l , X4 = l} = 0.42 = 0.16 , 

P(Z1 = 0) = l - P{Z1 = l) = 0.84, 

同理，得 P{Z2 =l} =0.16 , P{Z2 =OJ =0 . 84 . 由此得

P(X =-1) =P(Z1 =0, 2 2 = !} = P(Z1 = O)P{Z2 = l) = 0.84 x 0.16 = 0.1344 , 

P{X = l) = P亿 ＝ 1,22 = 0) = P(Z1 = l}P(Z2 = 0} = 0.16 x 0.84 = 0.1344, 

P(X = O) =1-P{X = -1) - P(X = l} = l-2 x 0.134 4 = 0.7312 . 

所以 X的概率分布为

x ~ (。 1344- 1 
2 l 

03 

7 
。 0.1344) . 

3.7 解 由千X与 Y相互独立 ， 因此

p if =P{X = x;, Y =y) = P{ X=x;)P{Y =y) = p;.P_/i=I , 2; 丿＝ I , 2 , 3) 

由边缘分布的性质 ， 有

3 2 

P;. = P{ X = x;) = L凡， P.1 = P{Y = Y) = LP,1 
j=I i=l 

于是

1 1 1 
P11 = P.1 - P21 =-;:-~= — 

6 8 24 ' 

p ll l l l 3 
p l. =—= —+- = -, p 2. = l-p!· =— 

P.1 24 6 4 4 
, 

I I I P.2 ＝ 坠＝—－—=－ ， P.i = 1- P., - P.2 = ~ 
P1. 8 4 2 3 

, 

3 I 3 I I I 
P22 = P2.P-2 = -;x -;:- = —,P13 = P1.P.3 = -; x -;:- =— 

4 2 8 4 3 l 2 ' 

3 I I 
P23 = P2.P.3 = -; X :;- =—. 

4 3 4 

因此所得数值填空如下表 ：
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勹 yl y2 y3 P(X =x;} 

1 1 1 1 
X1 

24 8 12 4 

1 3 1 3 
X2 

8 8 4 4 

P{Y =yi) 
1 1 1 

1 
6 2 3 

3.8 解 (1) x1 与 X2 的可能取值为 l , 2, 3, 则

2 l l 2 1 1 
p1 1 = P{ X1 = l , X2 =l} =-:-x-:- =~, p12 = P{X1 = l , X2 = 2) =-:-x —=-, 

4 3 6 4 3 6 

2 1 l l 2 1 
p13 =P(X1 =I, X 2 =3} =-:- x ::- =-;-, Pi, =P{X1 =2, X 2 = l} =-:-x :;- =-;-

4 3 6 4 3 6 

l l l l 2 1 
p 22 = 0 , p 23 = P{X1 =2, X2 = 3) =-;x~=:-;:-, Ai =P(X1 = 3, X2 =1) =-;x ~ =-;-, 

4 3 l2 4 3 6 

I I I 
p 32 = P{ X1 = 3, X2 =2) =-;x ~ =— ,PJ3 = O. 

4 3 12 

于是 (XI, X2) 的分布律为

勹 I 2 

l 
l 1 

6 6 

2 
1 

。
6 

3 
l 1 

6 12 

1 1 
p.J 

2 4 

因为 P11 *P．尸 P1. ，所以x1 与 X2 不相互独立．

(2) 由于

I 

P(X卫队＝2） ＝监过＝－2 

I 3 p .2-
4 

3 

1 

6 

I 

12 

。

1 

4 

I 

P{ X, =2IX2 =2) = O, P{ X, =3IX2 =2) ＝压＝旦 ＝－I 
I 3 P.2 ~ 
4 
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1 

2 

1 

4 

1 

4 
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因此在X2= 2 的条件下， X1 的条件分布为Xl~[； :l 
3 3 

(3) Y =XI凡的可能取值为 I, 2, 3, 6, 于是

l l 
P{Y = I} = p ll= —, P{Y =2} = P 12 +Pi1 = ~, 

6 3 

1 _ .. -· 1 
P{ Y = 3) = P1 3 + P31 = ~, P{ Y = 6) = P 23 + A 2 =-;, 

3 6 

从而有
Y ~[; ; ; ;] 

3.9 解 由题设得

Pu 

(X, Y) 

Z=X-Y 

u1 =XY 

v; =X I Y 

U2 = max{ X, Y} 

V2 =min{X, Y} 

U昂

I I I 

6 6 3 

(-!, - 1) (-1, I) (0, - 1) 

。 -2 

-1 。

-1 。

- 1 。

- I - l - 1 

-1 。

I 
。

1 

6 6 

(0, 1) (I, - I) (I, I) 

- l 2 。

。 - 1 

。 - I 

00 l 

.. 

-- 

(I) 由上表可得Z=X-Y的概率分布为

Z=X-Y 

P(Z=k) 

2-1

-6 

-
1
-6 

0-1

-3 
1-3 

(2) (U1, v;) 的概率分布为

片

ul 
- 1 。

-l 

。

1-60 

。

Ol

-2

0 

。

。

l-3 
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(3) (U2, V2) 的概率分布为

-1 

-l 
I 

6 

。
I 

3 

l 

6 

U2片的概率分布为

U名 -l 

P(U2V2 = k} 
1 

6 

。

。 。

。 。

1-6 1-6 

。

1-2 1-3 

) 
+ m 

3.10 解 (1) 当 x>O 时，有儿 (x) = rm e-ydy ＝亡，所以X的边缘概率密度为
X 

儿 (x) ＝厂 'X> 0, 
0, 其他，

这是指数分布 E(l) .

y>O 时，有儿 (y) = i。飞－Ydx = ye寸 ，所以 Y的边缘概率密度为fr(y)=
ye-y, y> O, 

y {。， 其他
(2) 因为 Jz(x, y) 的非零区域如图 3-5 阴影部分所示，所以当

-l <x<l 时，有

l-z' 5 / 2, \ a _ 5 _ 2 /, __ 2 \, 5 / 1 __ 2 \2 _ 5 儿 (x)=f' ~(x2+y)dy=ix2(1 子）＋－（1-x守＝－（1-x勹，
。 4 4 8 8 

所以X的边缘概率密度为

庐）＝｛i卢），－l ＜ x< l, 

0 , 其他

又因为当 O <y< l 时，有

- 1 

y 

I x 

图 3-5

石55
石

儿(y) = f石¾ cx2 + y)dx ＝五x31 石中言

5 =-h(l+2y), 
6 
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所以 Y的边缘概率密度为儿(y) ＝｛扫言(1 +2y) ， 0 <y< l ,
0 , 其他

3.11 解 (l)f(x,y) 的非零区域如图 3-6(a) 阴影部分所示．

k 
由 KIo dxl2 dy=kf。 (x — x2)dx = i = I , 解得 k =6. 

I 
(2) f(x, y) 的非零区域与x> －的交集如图 3-6(b) 阴影部分所示，所以

2 

p｛气｝ = 6f½ ctxf:,dy = 6f½ (x-x2)dx =6(½x\＼ 飞
; 

又因为f(x, y) 的非零区域与y< － 的交集如图 3-6(c) 阴影部分所示，所以
2 

中叶｝＝6f。; dyL.Jy dx =6归－y)dy=五－：
y y y 

(a) 

X 。

6 3 

、
`
l

l

了
C
b

图

X X 

(c) 

3.12 解 由于

l =r:dxf_；勹(x, y)dy ＝厂dxf厂Ae-ydy=Ai。+®e-'dx =A,
。

因此A= l .

P{ X+ Y:;;,; t) = 1- P( X+Y< l) = 1- ff f(x, y)dxdy 
x+y<I 

I 1-x I 

= I - fo2 dx{ 亡dy = 1- f} (e一X -eX一I)dx
。

= I — ( 1 +e-1-2e勹＝2e古 － e- 1'

积分区域如图 3-7 中阴影部分所示．
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书叶｝＝；f』凡， y）dxdy= f。+0dxL了ey dy = ; , 

积分区域如图 3-8 中阴影部分所示 ．

Y----X 

X 

图 3-7 图 3-8

3.13 解 由于 Y是离散型随机变量， X与 Y相互独立，因此计算与X, y有关的事件A 的概率时，

自然想到将A 对 Y的可能值作全集分解，应用全概率公式计算P(A).

已知X-f(x) ＝｛忙， x ＞ 0, P(Y = - l) = 丿 ,P{Y = l) = ¾, X与 Y独立，所以由全概率公式得
0, x~O,.. 4 . .. 4 

P{X - Y~ l) = P(X -Y~ I, Y = l) +P{X-Y ~ I, Y =-1) 

= P{ X -1 ~ 1, Y = 1) + P{ X + 1 ~ 1, Y = -1) 

= P(Y =l)P{X~2) + P{Y =-l)P{X~O) 

3 2 3 =-I Ae一杠dx =~ (1-e-U ), 
4 。 4

P{XY~2) = P(XY ~ 2 , Y =l) + P{XY ~ 2, Y =-1) 

= P{X ~2, Y =l) + P{-X ~ 2 , Y =-1) 

= P{Y = l)P{X ~2) + P{Y = -l)P{X ~-2) 

勺2入e一杠dx +½厂Je一入'dx = l －斗－2A
4 。 4 。 4 .

3.14 解 (1) P{ X > 2Y) = Jf__J (x, y)dxdy = f。l dxf。;（2- x- y)dy = t (x-¾x2)c1x= — 
7 

0 8 24. 
x>2y 

+0 
(2) 儿 (z) ＝ i f(x, z-x)dx ，其中-~ 

f(x, z-x) ={ 
2 - X - (z - X), Q < X <l, 0 < Z - X < 1, [ 2 - Z, 0 < X < l , 0 < Z - X < 1, 

0 , 其他 气。，其他
当 z氢 0 或 z;;:,, 2 时 ，儿 (z) = O; 

z 

当 O <z< l 时 ，儿 (z) = f: (2-z)dx = z(2-z); 
。

I 
当区z<2 时，儿 (z) 寸 (2 - z)dx = (2 - z)2 . 

Z一 1
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所以 Z的概率密度为

z (2 - z) , 0 < z < I , 

儿 (z) ＝＼（2-z)2 , l 女< 2, 

0, 其他

3.15 解 由于X, y相互独立，（X, y) 的概率密度为 用 尽钮公式三部曲
------一气D拔含母y诊 0 ,-y严 y;ic O, z;ic O 

f (x, Y) ＝儿 (x)儿 (y) ＝｛方e一入 (x+y) , x> 0 , y已-/＠护区域

用卷和公式 儿 (z)。仁|Ylf(y,其他)dy y> 0 z> 0 :二/二
当z.s; O 时，儿 (z) = O; 

当 z> O 时 ，

X 
因此Z =— 的概率密度为

Y 

fz(z ) ＝尸 · 入2e-,l (y.:+y >dy

= l 厂
(I + z)2 。

从I +z)ye一入 ( l +z)yd队(l+z)y]

t ＝入（1 + z)y l 厂te- 'dt
(1 +z)2 。

= l 
(I + z)2 . 

儿 (z) = l(11 z)2, z > 0 , 

0, 其他

3.16 解 由例 3. 11 可知 (X, y ) 的概率密度为

f (x, y) ＝ 1(b -1a )2, a釭幼，年y幼，
0 , 其他

＠节口诀

求 z 禾fg z

禾和先定限

限向画条钱

先麦写下限
后麦写上限

又由 (X, y) 的取值区域 { (x, y )J a ~x~ b, a ~ y~ b) ， 可知 Z=min{X , Y} 的取值区间为 [a, b] 

当 z<a 或 z>b 时，有儿 (z) =O . 

当 a女幼时，有

片 (z)= P{Z ~z} =P{min{ X, Y} ~z} = 1-P{X >z, Y>z) 

b b 

=!- ff f (x,y)d.xdy =t-f:ct.xf 
I 

x>z .y>z , - J , (b-a) 2 dy 
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=1-
(b -z)2 

(b-a)2' 

所以

儿 (z) =F;(z)= 
2(b-z) 
(b-a)2. 

综上， Z ＝皿n{X , Y) 的概率密度为

儿 (z) ＝{：;b--a;} ， a王b,
0, 其他

3.17 解 Fr(y) = P(Y~ y) =P(X = l)P{Y ~yl X = l} +P{X =2)P{Y 冬 ylX=2)

l l 
=7 P{Y~ylX =l) +7 P{Y~y lX =2). 

2 2 

3y l y 
当y< O 时， Fy(y)= O ； 当 O~y< l 时， Fy(y) ＝— ； 当 l~ y< 2 时， Fy(y) ＝-＋－ ; 

4 2 4 

当y~2 时， Fr(y) = l . 

0 , 

3y 
—, 

所以随机变量 Y的分布函数为Fr(y) = 4 
~(y) =i 

1 
+ 

y 

2 4 
1, 

', 
3
-
4
l

一
4
0

户

V

』

= ) y ( 
儿为度密率概

', l2 

,<< 
o

yy2 

V 

V/ 

V/>

- 

y

Ol

y 

O< y< l , 

1 < y< 2 , 

其他
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第 4讲 1 随机变量的数字特征

\〉 基础知识结构 ,..., 

一维随机变址的数字特征

二维随机变批的数字特征

独立性与不相关性的判定、切比雪夫不等式

钞基础内容精讲

一、一维随机变量的数字特征

（ 一 ） 随机变量的数学期望

1. 概念

设X是随机变址， Y是X的函数， Y=g(X) (g为连续函数）

用分布判定独立性

用数字特征判定不相关性

l 

切比雪夫不等式

酪
OO 

(1) 如果X是离散型随机变量，其分布列为P; = P(X = X;) (i = 1, 2, …) ．若级数Ix;p， 绝对收敛，则
1= ) 
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称随机变屈X的数学期望存在，并将级数LX1P，的和称为随机变拯X的数学期望，记为E(X)或EX , 即

c 

邸＝立pi '
i~I 

否则称X的数学期望不存在．

若级数2止）p，绝对收敛，则称 Y=g(X) 的数学期望 E[g(X)］存在，且 E[g(X)J =fg位）P, , 否
/=I 

则称g(X) 的数学期望不存在．

(2) 如果X是连续型随机变址，其概率密度为f(x) ． 若积分 ！：寸(x)dx 绝对收敛， 则称X的数学期

望存在，且EX=I
+~ 
xf(x)dx ，否则称X的数学期望不存在 ．

- C 

+~ .... . . .... .. . . . ~ . ~ , +~ 
若积分r:g(x)f(x)dx 绝对收敛，则称g(X) 的数学期望存在，且 E[g(X)] = r: g(x)f(x)dx , 否则

称g(X) 的数学期望不存在．

【注］ （ l ） 数学期望又称为概率平均值 ， 常常简称期望或均值．数学期望是描述随机变量平均取

值状况特征的指标 ， 它刻画随机变量的一切可能值的集 中位盟 ．

(2) 在数学期望的定义 中要求级数 （ 或积分 ） 绝对收敛 ， 否则称期望不存在．

2. 性质

(D Ea = a , E(EX) =EX . 

® E (aX + bY) = aEX + bEY, 

n ／无条件打升

呤叶笘aiEXi
霹X, y相互独立，则 E(XY) = EXEY. 

（ 二 ） 随机变量的方差、标准差

1 . 概念

设X是随机变蜇，如果E[(X-EX)勹存在，则称E[(X-EX)2 ] 为X的方差，记为DX, 即

DX =E[(X-EX)2 ]=E(X2)-(EX)2. 

称J灭为X的标准差或均方差，记为叭X) ，称随机变址X写

时 Ex· = O, n x· = 1 

2. 性质

(D DX~ O, E(X2) = DX +(EX)诊 (EX)2.

® De = O (c 为常数）．
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笫 4讲 随机变量的数字特征

DX =O <:=> X几乎处处为某个常数 a, 即 P{X =a) = I. 

@ D(aX + b) =a2DX . 

@D(X 士 Y ) =DX+DY 土 2Cov(X ，Y ) , 岭叶言砂X; 飞呈a;aiCov(X， ，X1)

＠如果X与 Y相互独立，则

D(aX + bY ) = a2 DX + b2 DY , 

D(XY)= DXDY + DX (E Y)2 + DY(EX )2;,, DXDY . 

【注】 证明 因为 X,Y相互独立 ， 故X气 y2 也相互独立 ， 即有

E (XY) = EXEY, 

E(X平） ＝ E（炉 ）以沪 ） ，

D(XY)= E(X平 ） － ［E (XY)]2 = E(X吭(Y汇 (EX)2 (EY)2

= [DX +(EX )2 ][DY + (EY)于 (EX)2(EY)2

=DXDY +(EX)2 DY + (EY)2 DX. 

又 (EX)2 DY + (EY)2 DX~O, 所以 D(XY)~ DXDY .

一般地，如果X1, X2,..., X" 相互独立 ， g; (x)(i = I, 2, … ， n) 为 x 的连续函数，则

-- 
、
丿

, 

-- 

X, 

X
,

( 

D

也
矿

2a,

D-

n
;

n
2
国

X

____

k 

)

-

-E 

、
丿

X,X,

VI 

0
,(

] 

｀
丘
灯

D-

-

E 

D­

x ( -- E = x D 
有, c 数常意任对

@ 

公众号【乘龙考研】
您考研上岸

［注］证明

由

E[(X - c)2] = E (X 2 -2cX +c2) 

=E(X2)-2cEX +c2 

令~g(c ) . 

令
g' (c) =-2EX +2c一＝0 ,

得 c=EX， 又 g"(c) =2 > 0 , 故 c=EX是 g(c) 的最小值点 ．

我们将常用分布的数学期望和方差列表如下
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分布 分布列Pk或概率密度f(x) 数学期望 方差

0-1 分布 P(X =k) =pk(l-p)l-k, k = O, 1 p p(l-p) 

二项分布B(n, p ) P(X = k) =C：矿（1- p )•-k, k = 0, 1, …, n np np(l- p ) 

泊松分布P（入）
入k

P(X =k) ＝—e一入 k = O l … 入 入k! ,', 

几何分布 G(p) P{ X = k) = (1- p )k-l p'k = 1, 2' … 
l 匕
p p 2 

正态分布N(µ ，矿） l { (x -µ )2} f(x) =----;:=-尽6 eexxp p -- 2_矿, , , - oo < x < +oo µ 6 2 

均匀分布 U(a, b) 
l a+b (b-a)2 

f(x) =— ,a<x<b 
b-a 2 12 

指数分布E（入） J(x) ＝入e一心 ， x> O 
l l 
儿 方

注 ： 表中仅列出各分布概率密度的非零区域 ．

■浏j1111 设一次试验成功的概率为p ，进行 100 次独立重复试验， 则成功次数的标准差的最大

值为

解 应填 5 .

设成功次数为X , 则 X - B(lOO, p ), X的标准差为J戎．＝ J100p (1 -p) ．

l l l 
由于p(l - p记，当且仅当p=－时等号成立，故当p =－时成功次数的标准差最大，且其最大值

4 2 2 

为`勹=5
．协DIii 设随机变扯X的概率密度为

f(x ) ={i,cos;, 
O~x<1t, 

其他，

对X独立观察 4 次，用 Y表示观察值大于空的次数，求 y2 的数学期望．
3 

解 由题卷知 P{x> 甘＝ I：勹（x)dx=启cosidx=; ，所以 Y~ B(4,½), 于是

EY=4分＝ 2, DY =4x½x（分）＝ l ,
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笫 4讲随机变量的数字特征

所以 £ (Y2)= DY+ (EY)2= 1+ 4=5. 

■列DII 设连续型随机变量X的概率密度为

I f(x) =~(-ao< x < +oo), 

则 EX (). 

(A) 等于 0 (B) 等于 1 (C) 等于冗 (D) 不存在

解 应选 (D) .

由连续型随机变量数学期望的定义，有

厂 xdx=』 ln (l + x广，-+~ 兀 (1 +x2) 2兀 i_0
由于该积分发散，因此EX不存在，故选择 (D).

．闭阳恤 设连续型随机变量X的概率密度为

1 f(x) =—e-x2+2x-l(-ex>< X < 玉），
石

则 EX · J戎＝

I 
解 应填 —-．

$ 

由 归）＝扣上2x1 言．言expl-`:2l,
知 EX= l，扛讨＝上，故EX • ✓l环 ＝上
五五

一 设随机变量X的概率分布为P{X = k) =~, k =O, 1, 2, … ，则 E(|x -EX|）＝
k! 

2 
解 应填 －．

e 

o o o 

利用性质 LP{X =k) = I 因为 区P(X=k)=L
C 
-＝ Ce=1 ，所以 C =e-1 ． 可知随机变量X服从参

k=O K=O K=O k! 

数为 1 的泊松分布．于是

而

EX = l , E (X -EX) =E(X - 1) = EX -1 = O, 

E (JX - EXI) = E(JX - 11 ) 

=P(X =O) 寸0-1 1名P{X =k) . lk-11 
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- I ~ 

＝旦心P{X =k) • (k-1) 
O! t:i 

=±+[~P{X =k) • (k-1)- P{X =O) • (o-n] 
、
）
l-e 

+ 。

(

\ 

+ 
1-e2-e 

= 

入k
【 注 】 由 泊松分布的分布列 P(X=k) ＝—-e-入 ,k=O, 1, 2, …，与本题给 出 的分布列 P(X=k) = 

k! 

C 

k! 
一， k=O, 1, 2, … ，比较可以看出题目 中 的随机变量X就是服从参数 入＝ 1 的泊松分布．

X 一 设随机变量X的概率密度为应）＝［2 ， 0<x<2, F(x ) 为 X的分布函数， EX为X的
0, 其他，

数学期望，则 P{F(X)>EX- I)

2 
解 应填－．

3 

令 Y=F(X) ，因为F(x)严格单调增加，所以 Y ~U CO, I) 
+..2X2 

，又EX=[: xf(x)dx = f 4 
-dx=－，则

- 0 

\ 0 2 3 

P{F(X)> EX-1) = P {Y>i}=¾ . 
1 I 2 由俐2 . 15可得

31 3 

［ 注 】 本题若考生不知例 2.15 的结论 ， 则可这样做 ．

由题意知 ，

EX=J:十： xf(x汕 ＝f乌dx=~
0 2 3 

由 F(x) = f:~J(t)dt' 得

, 2 

,<

. 

0x2 V 

V/>­

x0x 

, 

0

立
4
L

卢

｀
』

= ) x ( F 

从而 ，

P{F(X ) >EX-l} =P(F(X ) >EX-1, X<O) +P{F(X)>EX-1, O~X<2} + 
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笫 4讲随机变量的数字特征

炉 I
P{F(X )> EX - I , X ~ 2} =P｛丁 5 ' 归X < 2}

= P｛责 < X < 2} ＝『*；dx = ¾
显然这解法 比较复杂 ．

二、二维随机变量的数字特征

（ 一 ） 二维随机变量函数的数学期望

设X, y为随机变批， g(X, y) 为 X, y的函数 (g是连续函数）．

(I) 如果 (X, y) 为离散型随机变址，其联合分布律为

pij = P{X =x;, Y=y)(i, 丿＝ I , 2, …),

若级数区区g(x; 'Yj尼绝对收敛，则定义

E[g(X, Y)] = I;I; g(x;, y)pij .
j 丿

(2) 如果 (X, y ) 为连续型随机变址，其概率密度为f(x, ），若积分 I
＋立 十立

Y), ~t~:5t r : r : g(x, y)f(x, y)dxdy绝对

收敛，则定义

砌X, Y)] = r : r :g(x, y)f(x, y)dxdy

（ 二 ） 两个随机变量的协方差与相关系数

1. 概念

如果随机变蜇X与 Y的方差存在且DX>O, DY > O, 则称 E[(X -EX)(Y- EY)］ 为随机变扯X与 Y的

协方差，并记为 Cov(X, Y) ，即

Cov(X, Y) = E [(X -EX)(Y -EY)] = E(XY)-EX • EY,

其中

E(XY) =~ I

尸｀（X ＝x, ， Y=yj ) （离散型），

仁亡xyf(x, y)dxdy （连续型）

称 PXY =
Cov(X, Y)

' 为随机变址X与 Y的相关系数如果PXY = O' 则称X与 Y不相关；如果PXY * 0,国画
则称X与 Y相关
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缸考研数学基础30讲．概率论与数理统计分册

【 注 】 (1) 协方差 Cov(X, Y) 是描述随机变量X与 Y之间偏差的关联程度 的 ， 比如研究父亲身高

X与孩子身高 Y之间的偏差程度 ， 便可用 Cov(X, Y) 来刻画 ． 相关系数 PXY描述随机变量X与 Y之间

的线性相依性 ， IPXY I 是刻画 X与 Y之间线性相关程度的一种度量 ． PXY =O 表示X与 Y之间不存在线

性关系 ， 故称X 与 Y不相关 ， 但这并不意味着X与 Y之间不存在相依关系 ，它们之间还可 能存在某

种非线性关系 ．
心 X-U(-1. I). Y =cosX. 创

/4 

(2) 随机变量的矩 ．

I 欧 ~o,E（灯）＝ E(XcosX) = [xcosx-~dl'=O. 
-I 2 

故 Prv =O. 讲咽 X 与 Y之闲仗书伐性关系．但它们有函杜关系

设 (X, y) 是二维随机变量 ． 如果 E(X*Y') 存在 ， 则称 E(X*)(k = I, 2, …） 为 X 的 K 阶原点矩 ； 称

E[(X - EX)勹(k = 2, 3, …）为 X 的 K 阶 中 心矩 ； 称 E(X*Y' )(k, l = l, 2 , …）为 X与 Y 的 k+l 阶混合原点

矩 ； 称 E[(X -EX)*(Y -EYY](k, l = I, 2, …）为 X与 Y 的 k + l 阶混合中心矩 ．

从上述定义看出 ： 数学期望 EX是 X 的 一 阶原点矩 ， 方差 DX是 X 的 二 阶中心矩 ， 协方差

Cov(X, Y) 是X与 Y的二阶混合中心矩 ．

2. 性质

(D Cov(X , Y)= Cov(Y, X ) . 

Cov(aX, bY) = abCov(X, Y) . 

@ Cov(X1 + X2, Y) = Cov(X1, Y) + Cov(X2, Y) 

@jp XY j~ l. 

@ p XY =I~P{Y = aX + b) = l(a > O) . 

PXY =-I~P{Y = aX + b) = l(a < O) . 

/\ 

【 注 】 Y=aX+b, a > O ⇒ Pxr = I · 

Y=aX + b, a<O ⇒ Pxr = -I · 

、
/

■喟讶雪l 设随机变量X与 Y的概率分布分别为

X 。
y 

- I 。

p l-3 2
-3 

p 1
-3 

1-3 l-3 

且P{X2 = Y勹 ＝ I.

(1) 求随机变屈 (X , y) 的概率分布 ；
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(2) 求 Z=XY的概率分布；

(3) 求 X与 Y的相关系数PXY

解 ( 1 ) 由 P{X2 =Y勹＝ l' 知 P{X2 c1c Y勹＝ 0, 即

从而有

P{X =O, Y =- 1) = P{X = O, Y =l} =P{X = l , Y =O) = O, 

I 
P{X = O, Y = O) = P{X =O) =-:-, 

3 

I 
P{X = l, Y =- 1) = P{ Y =-1) =-:-, 

3 

I 
P{X = I, Y = I) = P{Y = l) = -:- , 

3 

因此，（X, y) 的概率分布为

勹 - I 。 I 

。 。
l 

。
3 

1 
I 

。
1 

3 3 

I I I 
P.1 

3 3 3 

(2) Z=XY的可能取值为－ I , 0, I 

所以

(3) 由于

P{Z =- !} =P{X = ! , Y = —l) =-, I 

3 

P{Z = !) =P(X = ! , Y = 1) =~, 
I 
3 

I I I 
P(Z =O) =l - --- =-, 

3 3 3 

Z ~[; ] ; il 
EX=Ox沪曰， E(X2 )=¾, DX=¾-（订＝；，

l l l 2 2 
EY =- l x - + 0x - + l x- =0, E（沪） =—, DY =-, 

3 3 3 . 3 3 

p,. 

1 

3 

2 

3 

I 
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l l 
E(XY) =-! x i x~ + ! x i x~ =O, 

3 3 

因此

E(XY)-EXEY 
Pxr=~=O. 
厮厮

■刊环雪 甲、乙两人相约于某地在 12 : 00 - I 3 : 00会面，设X, y分别是甲、乙到达超过 12: 00 的

时间（单位：小时），且假设X和 Y相互独立，已知X,Y的概率密度分别为

fx(x) = 
3x2, 0 <x< l , 2y, 0 <y< l , 

x {。 ， 其他， 儿 (y) ＝{。， 其他
求先到达者需要等待的时间的数学期望 ．

f(x, y) ＝｛6x沙， 0 ＜ x< l , 0<y< l , 
0, 其他

根据题意可知，所求即为忱－Y| 的数学期望，如图 4- 1 所示，有

解 由题意可得

E(|x-Y|) ＝ j心－yl6x2ydxdy

＝们－（x-y)6x沙如dy + fJ (x - y)6x2 ydxdy 
0, D2 

1 I 1 
= - +- = - （小时）．

12 6 4 

、 独立性与不相关性的判定、 切比雪夫不等式

yl 

l X 

图 4-1

1. 独立性与不相关性的判定

(I) 随机变址X与 Y相互独立，意指对任意实数x,y, 事件 {X::;;x) 与 {Y 冬 y) 相互独立，即 (X, Y) 

的分布等于边缘分布相乘 ： F(x, y)=Fx(x) • Fr(y) . 

若 (X, y)是离散型的，则X与 Y独立的充要条件是

P(X=x;, Y=y) =P(X=x;) • P(Y=y1); 

若 (X, y)是连续型的，则X与 Y独立的充要条件是

f(x, y) ＝儿 (x) • 儿 (y).

一般通过分布判定独立性．

(2) 随机变蜇X与 Y不相关，意指X与 Y之间不存在线性相依性，即 PXY =O, 其充要条件是

PXY =O <=> Cov(X, Y) =O <=> E(XY) =EX • EY <=> D(X 土 Y)=DX+DY.

一般通过数字特征判定不相关性．
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(3) 几个重要结论：

心如果X与 Y独立， 则 X, y不相关 ， 反之不然 ；

＠如果 (X , y ) 服从二维正态分布，则X, y独立~X,Y不相关 ；

＠由心知，如果X与 Y相关，则 X, y不独立．

综上所述，我们在讨论随机变扯X与 Y的不相关性、 独立性时，总是先计算 Cov (X , Y ) ，而后按下

列程序进行判断或再计算 ：

公众号【乘
您考研上I

*O<=::>X与 Y相关 ⇒ X与 Y不独立 ，

Cov(X, Y) ~ E (XY)- EXEY ! =O<=::>X与 Y不相关 ， 通过分布推断 ｛X, y独立 ，

X, y不独立 ．

[ 【注】 上述讨论均假设方差存在且不为零 ．

2 . 切比雪夫不等式

如果随机变量X的期望EX和方差DX存在，则对任意 £> 0 ' 有

DX 
P{ IX - EXI?;£) 冬亏或P{ IX -EXI < £) ?; 1- .:;:­

DX 

6 c 

、
/

［注］ 由切比雪夫不等式知 ， 当 DX愈小 时 ， 概率 P{IX-EXI < &} 愈大 ， 这表明方差是刻画随机

变量与其期望值偏离程度的量 ， 是描述随机变量X”分散程度“ 特征的指标 . . 协阳E重 设随机变最 (X , y ) 服从二维正态分布，则随机变量 U=X + Y, V=X-Y不相关的充

分必要条件为 （ ) . 

(A) EX = EY 

(C) E (X 2) = E (Y2) 

解 应选 (B).

随机变鼠 U , V不相关的充分必要条件是协方差 Cov (U, V) =O , 由

(B) E (X 2)-(£X )2 = £(Y2) - (£Y)2 

(D) £ (X 2)+(£X)2 =E妒 ） ＋ （EY )2

E (UV) =E（炉 ） － E妒 ）， EU =EX + EY , EV = EX - EY, 

得 Cov(U , V) =E(UV)- EUEV =E(X2) -E妒）－（EX +EY)(EX -EY) 

= E(X 2) - (EX )2 - [E（沪 ）－（EY)2 ], 

因此，随机变量 u,v不相关的充分必要条件为E(X2) - (EX )2 -[E (Y2) - (EY )2 ] =0, 即 E(X2) — (EX )2 = 

E妒 ） － （EY)2 ，故选择 (B).

■砂Dilll 设随机变量X的概率密度为

f(x) ＝ ;产 ,XE (-oo, + oo) , 
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则（）．

(A) X与区1不相关， X与区1不独立

(C) X与冈相关， X与区1不独立

解 应选 (A).

O由对称性，有

(B)X与 1x| 不相关， X与 1籵独立

(D)X与 IXI 相关， X与 1籵独立

EX=f一；飞(x)dx =O, E (XIXI) = f_＋中~xlxlf(x)dx =O, 

因此， Cov(X ，冈）＝ E(XIXl)-EXE(IXI) =O' 知X与 IXI不相关

＠由例 3.6 知， X与 1川不独立，故选 (A).

■渭揖谓“~l 设X, y为随机变址，数学期望都是 2，方差分别为 1 和 4 , 相关系数为 0.5 ，则由切

比雪夫不等式 ， P{IX-Y|~6}.;;_,

解 应填一．
l 

12 

已知 EX =EY =2, DX = l , D Y =4, PXY =0.5 =~ = 
Cov(X, Y) Cov(X, Y) 

画·画 2
． 记 U=X-Y ，则

EU = O, D U = D (X-Y) = DX + DY-2Cov(X, Y) = l +4-2x 0.5x2 =3. 

取 IJ =6' 由切比雪夫不等式，得

P{IX-YI 次 6).;;
D(X -Y) 3 l 

=—=—. 
62 36 12 

基础习题精练

[ 习题 ] 

4.1 已知连续型随机变最X与 Y有相同的概率密度，且

x~f(x) ={2x02, 

0, 

I 
O<x<..:.. 

0' (0>0), E [a (X+2Y)] =~ 
I 

其他
o' 

、｀
丿

2-3 

（

、~
A 

__( a l 
贝

l
-2 、

．

丿

e 1
-3 、

丿

c ( 1
-6 ) D ( 

4.2 设随机变量 (X, y)服从二维正态分布， X与 Y的期望值均为µ,方差均为矿， X, y的相关系
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数为 Pxr =O, 记 zl = 2X + Y, Zz = 2X - Y, 则 zl'Zz 的相关系数为（ ) 

(A)O 
3-5 

、
丿

B ( 
(C) 

3 

扣
(D) 

3 

而

4.3 设二维随机变址 (X, y ) 的概率分布为

。
2 

- 1 0.1 

a 

.. 
00 

b 

0.1 

若事件 ( max( X, Y} = 2) 与事件 (min(X, Y) = I ) 相互独立，则 Cov(X, Y) = ( ) . 

(A)-0.6 (B)-0.36 (C)O (D)0.48 

4.4 设随机变噩X在 ［－ I , I ] 上服从均匀分布， Y ＝炉，则X与 y ( ) . 

(A) 不相关且相互独立 (B) 不相关且不相互独立

(C) 相关且相互独立 (D) 相关且不相互独立

4.5 设随机变量X的分布函数为

', 28 

OOO

L 

?

4

a 

= 、
丿x ( F 

x<-1, 

- 1,;;;x< O, 

O,;;;x< I, 

x> l , 

则 D(X2) = 

4.6 设连续型随机变且X服从参数为 1 的指数分布，则 D(e-2 人＇ ）＝

4.7 已知连续型随机变址 Y的概率密度为

归）＝＼尸 y>O, a> 0, 

y,;;:; O, 

则随机变蜇Z=－的数学期望 EZ = y 

4.8 设随机变量X服从参数为入的泊松分布，且已知 E[(X- l )(X -2 ) ] = 1 , 则入＝

4.9 已知随机变扯 (X, Y)-N(O, O; I , I; 0.5), U= max{X , Y), V=rnin{X, Y), 则 E(U+ V)= 

, E (UV) = . 

4.10 设X为随机变量 ， P{IX-EXI < &) 习 0 .9, DX = 0 . 009, 用切 比雪夫不等式估计 c的取值范围

为

4.11 设一部机器一天内发生故障的概率为 0.2, 机器发生故障时，停止工作一天，若一周 5 个工

作日里机器无故障可获利润 I O 万元，发生一次故障仍可获利 5 万元，发生两次故障所获利润为零，发
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生三次或三次以上故障亏损 2 万元，求一周内利润值的期望．

4.12 设随机变批

x~[; ;] Y~[; il 
I 

且 Cov(X, Y) ＝-，求X与 Y的联合分布律．
8 

1 1 
4.13 设A,B 为两个随机事件，且P(A)=~, P(B IA)=~, P(AIB)= ~ ， 今

1 

4 3 2 

X={l, A发生， y ={l, B发生，
0 , A不发生， 0, B 不发生，

求 ： （ l) 二维随机变呈 (X, y ) 的概率分布；

(2) X, Y的相关系数pXY;

(3) Z =X江y2 的概率分布．

4.14 设连续型随机变扯X的概率密度为

f(x)= 
I 

(- oo <x< + oo), 
认l +x2) 

求 E(min{ IX I, 1) ). 

4.15 设X ~N(O, 矿 ）（cr>O), Y=X3. 

(1) 求 EY;

(2) 判断X与 Y是否相关？是否独立？说明理由．

[ 解 答 ] 

4.1 (B） 解 由千X与 Y有相同的概率密度，因此EX=EY, 千是

+0 
E [a(X +2Y)] =a(EX +2EY) =3aEX =3a r~虾）dx =3af。8宜0油

1 
解得a=－，故选择 (B).

2 

2 5 2a l 
=3a • 一 X3叶＝一＝－，

3 。 O O 

4.2 (B) 解 利用已有的关系计箕，不必从 (Zl'Z2) 的分布去考虑．

由 Pxr =O ，知X与 Y不相关且相互独立．于是
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DZ1 = 4DX +DY =5矿， DZ2 = 4DX + DY =5矿，

Cov(Z1, Z2) = £ [(2X + Y)(2X —Y)]- £(2X + Y)E (2X -Y) 

= 4E(X 2) - 4(EX)2- E (Y2) +(EY )2 

= 4DX-DY =3矿，

因此， z1,Z 的相关系数p=
Cov(Z1, 2 2) _ 3 

2 陑顾 52 =－，故选择 (B).

4.3 (B) 解 P{max{X, Y} =2) = P{Y = 2) = b + O.I, 

P{ min{X , Y} =I} =P{X = l , Y = l) +P{X = I, Y =2) =0.2, 

P{max{X, Y} =2, min{X , Y} = l) =P{X= I, Y=2) =0.1, 

由千事件 {max{X, 门＝ 2) 与事件 { min{X, Y) = l) 相互独立，从而有

P{max{X , Y} =2, min{X, Y} =I} =P( max{X , Y} = 2}P{min{X, Y} =l}, 

即 O. l =(b+O.l )x 0.2, 解得 b =0.4 . 

所以

由分布律的性质知 0.1 + 0.1 + b +a +0. 1 +0. 1 = l, 解得 a =0.2. 从而有

EX =- l x(O.l +0. 1 +0.4)+ l x (0.2 +0. 1 +0.1) =-0.2, 

EY =O+ l x (0.1 + 0.1 )+ 2 x (0.4 +0.1) = 1.2, 

E(XY) =- I x I x O. I + Ix I x0. 1 +(- l)x 2 x 0.4 + l x 2 x 0.1 =-0.6, 

Cov(X, Y) =E(XY)-EXEY =-0.6-(-0.2)x 1.2 =-0.36 . 

故选 (B).

4.4 (D) 解 显然，结论 (C) 对任意两个随机变扯都不正确．又X与 Y之间存在函数关系，因而

不可能独立，结论 (A) 不正确．由题设， EX = O, E (XY ) = I / • ~d.x * 0, 从而知 Cov (X, Y ） 丑 0' 则X
一 I 2 

与 Y必相关，也必不相互独立，故选择 (D).

4.5 0.24 解先求X的分布列，即有

因此

- 1 0 I 

x ~ （ 。.2 0 6 0 2]. 

E (X 2) = (-1 )2 x 0.2 +02 x 0.6 + J2 x 0.2 = 0.4, 

E(X勹＝ (- J)4 X 0.2 + 04 X 0.6 + 14 X 0.2 =0.4, 

D (X 2) = E(X4)- [£（炉）］ 2 = 0.4 —0.42 =0.24 . 

4.6 ~解 因为E(e-2X) ＝厂e一2xe-xdx ＝厂e－lxdx =丿，且
45 。。 3

＝，，气妒-
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E[(e气］＝E(e--4x) = f。十中产e-xdx =f。十飞－5xdx =;, 
I (I 所以D(e一2x) =E[(e一2X片 [E(e-2X)f =--(-) =— 

4 

5 l 3 J 45. 

4.7 
尽
—解
2a 

十。 1 －立EZ=E（订＝ l芍• f(y)dy= ［。 7e-{;;,dy

l , 
=—I 十中 一2a2 J_,, 

e 2a' dy ＝尽a厂上e--f,dy ＝五
2a2 ＿中 尽a 2a . 

+~ 1 －立【注】 上面是凑正态分布来处理 l。 ;e 2a' dy 的 ， 也可利用泊松积分 ［j厂e－勺dx=孚］来完成 ．

4.8 l 解 由千随机变量X服从参数为入的泊松分布，因此EX=DX ＝儿，从而有

E[(X -I)(X -2)]=E(X2)-3EX +2 = DX +(EX)2 -3EX +2 ＝方－ 2入＋2 = l , 

解得入＝I.

则

4.9 O; 0 . 5 解由于

所以

1 
U=max{X , Y} =~[(X+Y)+jX-Yj], 

2 

1 
V=rnin{X, Y} =~[(X+Y)-jX-Yj], 

2 

U +V = X +Y, UV = XY. 

E (U+V)= EX+EY=O. 

E (UV) =E(XY) =Cov(X, Y) +EXEY = 0.5 + 0 =0.5. 

96 

4.10 疹0.3 解 应用切比雪夫不等式P{IX-EXI<&) 习－P:求解 ． 由题设得
8 

0.009 
P{IX-EXI < &)习-~0.9,

c 

&2 ~ 0.09, 

&~ 0.3. 

4.11 解 设一周内发生故障的次数为X, 则X ~ B(5, 0.2) ，有

P{ X =O) =C~ x 0.2° x 0.85 =0.327 68, 

P{ X =l} =C\ x 0.2 x 0.84 =0.409 6 , 

P{X =2) = C; x 0 .2奴 083 =0 2048 , 



笫 4讲随机变量的数牢特征

2 

P{ X~3} = I - LP{X = k) =0.057 92 . 
k=O 

设一周内可获利润为 Y万元，依题设有

所以

l 
10 , X=O , 

5 , X- 1, 
Y = 

0, X = 2 , 

-2, X ;,,; 3, 

EY = !O x 0.327 68 + 5 x 0.409 6 +Ox 0.204 8 +(-2)x 0.057 92 = 5.208 96 (万元）．

3 ___ I 
4.12 解 依题设， EX=.::'.., EY=－ ，于是

4 2 

3 I 
Cov(X, Y) = E (XY)- EXEY =E(XY)-; =~ , 

8 8 

1 
得 E(XY ) ＝－， 即有

2 

I 
E (XY) =~ = P{X = 1,Y = I), 

2 

P{X = O,Y = l} = P{Y = 1) - P{X = I,Y = \} = O, 

P{ X = 0 , Y = 0) = P{ X = 0) - P{ X = 0 , Y = I} =-:-, 
1 

4 

l l l 
P{ X = I , Y = 0) = I - -:- - ::- - 0 =-:-

4 2 4 . 

因此， X与 Y的联合分布律为

勹 。 I 

。
I 

。
4 

I 
I l 

4 2 

l I 
p.j 

2 2 

4.13 解 (1) (X, Y ) 的所有取值为 (0 , 0), (0 , I), (I, 0), (I, I ) ，并有

P{X =O, y = O) = P(AB)= P（酰）＝ I - P (A)- P (B) + P (AB ), 

I 
l P (AB ) - 其中， P(AB ) = P (A)P (B I A) =— , P (B)= ＝旦二

12 , - -- - P (A I B) _I_ 6 ， 因此

2 

P,. 

I 

4 

3 

4 

I 
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I I I 2 
P{X = O, Y = O) = I- -:---:-+~=~, 

4 6 12 3 

l I 
P{X = O, Y =!) = P（五）＝ P(B)- P(AB ) ＝－－—=—l 

6 12 12 ' 

l l 
P{ X = I, Y = O) = P (AB) = P (A)- P (AB) =--—=- , I 

4 12 6 

I 
P{ X = I , Y = I) =P(AB ) =~ 

12 

从而 (X, y ) 的概率分布为

\ 。 1 

。
2 1 

3 12 

1 
1 1 

6 12 

5 1 
P.J 

6 6 

(2) 由 X与 Y的联合分布律，得X与 Y的边缘分布律分别为

从而

因此

98 

X~[¾ ¾} Y~[¾ ¾] 
l l l 1 3 

EX == -, E (X 2) =- , DX =- -(-) =-
4 4 4 4 16 

2 1 _ ,_ -" I _ __ I ( I 
EY = － ， E（沪）＝－， DY = －－ - ＝一

5 

6 6 6 (6) 36 ' 

2 1 l l l 
E (XY) =_:_x Ox 0 +—x Ox l + _:_ x l x O+—x l x l =-, 

3 12 6 12 12 

Cov(X , Y)= E (XY)- EXEY = — I 
24 

Cov(X, Y) I 而
PXY= =— =-- 
国画扣 15 .

(3) Z =X2 +Y2 的可能取值为 0 , 1, 2, 因此

P{Z = O) = P(X = O,Y = O) =::-, 
2 

3 

, 

P(Z = I) =P{X = O,Y = l} + P(X = l ,Y =O) =-:-, 
1 

4 

P;. 

3 
4 

l 

4 

l 



笫 4讲随机变量的数字特征

从而

4.14 解 由对称性知，

P(Z =2) = P(X = 1,Y = I) = -:-::­
I 

12 

Z ~ [] ; 』

, 

E侐n{IXI,I) )= f：皿n{lxl, l)f(x)dx = 2J。+～皿n{ x, l)f(x)dx

= 2[f。勺(x)dx + Ji十勹(x)叶

叽士dx＋巨沪x]
I 

l 
2 

+~ =; Ln(I + x2 { +; arctan x』

I I 
=--=-- 1n2 +..:.. . 
兀 2

1 一半）2
4.15 解 ( I ) 已知X的概率密度f(x) =~e 2' "1 , J(x ) 为 x的偶函数，故

拉6

EY =E(X3) ＝厂灯(x)dx = O . 
- ~ 

l x 

(2) E (XY ) = E(X4) ＝厂x4 • l e士） dx = 
I I X 2 …, -- - 

－ ＝ 忘忘l。 x4e 2( 6 ) 妇 0,

故 EX • EY * E(XY ) ，故X与 Y相关， 从而可知X与 Y不独立
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,.,'.,',',',',',',',', 

笘融
. .. 

基础知识结构

依概率收敛

切比雪夫大数定律

伯努利大数定律

辛钦大数定律

列维－林德伯格定理
中心极限定理

棣莫弗－拉普拉斯定理

基础内容精讲

一、依概率收敛

设随机变批X与随机变扯序列 ｛凡｝ （n = I , 2 , … ) ， 如果对任意的 &> 0 ' 有

皿P(IXn -XI;?;&) = O或皿P(lxn -XI< c) = I , 

则称随机变炽序列 {Xn) 依概率收敛于随机变量X, 记为

皿凡＝X(P)或从二X(n ➔ oo). 

【注】 ( l ) 以上定义中将随机变量X写成数 a 也成立 ．

(2) 设X.~X, Y,,~Y, g (x, y ) 是二元连续函数 ， 则 g(X., Y,,)~ g (X, Y) . 

一般地，对 m 元连续函数 g(xl' Xi ' … ， xm) ，上述结论亦成立 ．
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笫 5讲大数定律与 中心极限定理

二、大数定律 髻
定理 1（切比雪夫大数定律） 假设 {XJ(n= l ,2, …）是相互独立的随机变量序列，如果方差 DX,

归 l )存在且一致有上界，即存在常数 C, 使DX,<C对一切彦 1 均成立，则 {Xn) 服从大数定律 ：

－区X,——区EX,
n ,=1 /1 ,=1 

定理 2（伯努利大数定律） 假设µ"是 n重伯努利试验中事件 A 发生的次数，在每次试验中事件A 发

生的概率为p (O < p < I ) ，则生~即对任意 &>0, 有
n 

三干－pl<&} = I 

众号芦书立

您考研
［注】 （仅数学三）在数理统计中，若（斗， X2, ..., Xn) 为总体样本 (X,, X2, … ,xn) 的一个观测值，

按大小顺序排列为 x(1 ) <x(2 ) < …~x(n ) ． 对任意实数 x, 称函数

Fn(x) = 
x1, x2, … ,xn中小于等于x 的样本值个数

n 

=[, : (: ) : (1;,< x(K+1)(K= 1, 2, , n-l) , 

l , x~x (n) 

这种老题是经常出规的 ．

为样本 (XI, X 2, …, Xn) 的经验分布函数 . ~_;位学一和县学三均老过
事实上 ， Fn(x) 就是事件 {X,;;;x) 在 n 次试验中出现的频率，而 P{X ,;;;x) =F(x) 是事件 {X,;;;x)

出现的概率，由伯努利大数定律（即频率收敛于概率）可知，当 n 充分大时， Fn(x) 可作为未知分布

函数 F(x) 的一个近似， n 越大，近似效果越好 ．

定理 3（辛钦大数定律） 假设 {X.) (n = I, 2, …)是独立同分布的随机变量序列，如果数学期望

l n 

EX, ＝吵＝ I, 2, · · · )存在 ，则－Ix;~µ ，即对任意 &>0, 有
n ,=l 

皿勹屯X,- µ1 <£} =I 
n i=1 

【注】 （仅数学一）在考查未知参数估计量是否具有一致性（相合性）时，常常要用到依概率收

敛和大数定律．
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．切问．． 设X1, X2, … ,X" 尸 ＇ · 是相互独立的随机变量序列， xn服从参数为 n(n~ l ) 的指数分布，

则下列随机变址序列中不服从切比雪夫大数定律的是（ ). 

(A) X1, -X2, …-2'n凡， ． ． ．

(C) X,, 2X2, …, nXn, … 

解 应选 (D).

切比雪夫大数定律要求 {Xn) 相互独立，方差存在且一致有界，即 DX".;;C ．逐一验证各选项是否

满足这一条件，从而确定正确选项．

(B) X1, Xi, …, Xn, … 

(D)x1, 2 2 从，…， n2凡， …

由题设知 {Xn) 相互独立，且DXn=—引，所以选项 (B) 满足切比雪夫大数定律的条件．
n 

又

l l 生叶沪及＝7引， D(nX.) = n2 DX. ＝区 2,

由此可知，选项 (A),(B）， (C) 均满足切比雪夫大数定律的条件，然而 D(n2凡）＝n4DX. =n2, 选项 (D)

不满足切比雪夫大数定律的条件，故选择 (D).

．协旧嘈 （仅数学三）设 (2 , 1, 5, 2, 1, 3, 1) 是来自总体X的简单随机样本值，求总体 X的经

验分布函数F7(x).

解 将各观测值按从小到大的顺序排列，得 1 , 1, 1, 2, 2, 3, 5 , 则经验分布函数为

', 

, 235 

,<<<

. 

l

xxx5 

V 

V/ 

V/>­

x 

V/ 

x123 

,', 

, 

, 

03-75-76-71 

l
'

丿
`
_

__ ) x ( F7 

■切DIii 设随机变批序列 X1, X2, …， xn, …独立同分布，且x1 的概率密度为

f(x)= t—|xi, I斗 <1,
0, 其他，

l n 

则当 n ➔ oo时，一区对依概率收敛于（ ) . 
n i=1 

(A) - 1 

8 

解 应选 (B).

l

一6
、
丿佴

1
-3 、

丿
c ( l-2 

、
丿

D ( 

十已

E（对）＝ j 幻(x)dx = [x环l- x)dx=2 x2(1-x)dx= - . 
I 

:: x2f(x)dx = f /0-lxl)dx =2f>2Cl-x)dx = i 
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依题意知随机变量序列 x,2 , x;, … ，对， … 独立同分布，从而由辛钦大数定律知，当 n 今 oo 时，

-2X「依概率收敛于E（对） ，即依概率收敛于－ 故选 (B) .
n i =1 6 

三、中心极限定理 霍
定理 4（列维 － 林德伯格定理 ） 假设 {X.) (n = 1, 2, …）是独立同分布的随机变量序列，如果

EX;=µ, DX; ＝矿＞ O(i = 1, 2, …) 

存在，则对任意的实数x, 有

L X;-nµ 三！妇 釭l言Ix中e;dt ＝ 少 （x ）

【注】 ( 1 ) 定理的三个条件“独立、同分布、期望和方差存在＂ ， 缺一不可．

(2) 只要xn 满足定理条件，那么当 n 很大时 ， 独立同分布随机变量的和 区Xi 近似服从正态分布
i=I 

N (nµ , n矿），由 此可知，当 n 很大时 ， 有

叶a ＜贮X ＜ b}气言尸(a二］，

这常常是解题的依据 ． 只要题目涉及独立同分布随机变量的和 名X, ，我们就要考虑独立同分布中心

极限定理．

定理 5（棣莫弗 － 拉普拉斯定理 ） 假设随机变最 r;, - B(n, p )(O < p <l, n ~ l ) ，则对任意实数x, 有

皿P｛三叶如：e-~dt ＝少 （x)

1 0 ［注 l ( 1 ) 如果记X; ~B(l, p)(O < p < l , i=l, 2, …)，即 X, ~ [ ]且相互独立，则
p 1-p 

n 

yn =2戊～ B(n, p ), 
i =I 

由列维 － 林德伯格定理推出棣莫弗 － 拉普拉斯定理．

(2) 二项分布概率计算的三种方法 ．

设X- B(n,p).
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心当 n 不太大时 (n.,; 10) ，直接计算

P{X=k) =C岁 (I - p )•-k, k = 0, l, …, n; 

＠当 n 较大且 p 较小时 (n > 10,p < 0.1 ) ，入＝ np 适中，根据泊松定理有近似公式

入k
P{X=k) =C：矿（1 - p)•-k ::::, —e-入 ,k =O, 1, …, n; 

k! 

＠当 n 较大而 p 不大大时 (p < O.l, np ;,,, 10 ) ， 根据中心极限定理 ， 有近似公式

P{a<X<b) ~<J)[ b-npJ-] a-np ] 
拉拉·

■网丙匡 设随机变址X1, X2, … ， xn 相互独立， Sn = X1 +X 2 +…＋xn ， 则根据列维－林德伯格

定理，当 n充分大时，凡近似服从正态分布，只要X1, X2, … ,xn ( ) . 

(A) 有相同的期望和方差 (B) 服从同一离散型分布

(C) 服从同一指数分布 (D) 服从同一连续型分布

解 应选 (C)

列维－林德伯格定理的条件 ： 随机变扯XI,X2, … ,X“ 独立同分布，并且其数学期望和方差均存

在．由于有相同的数学期望和方差未必服从相同的分布，可见选项 (A) 不满足定理条件．满足选项 (B)

和选项 (D) 的随机变扯的数学期望或方差未必存在，故选项 (B) 和选项 (D) 也不满足定理条件．千是，

只有选项 (C) 成立（指数分布的数学期望和方差都存在） . 

. 列因遭 设xn表示将一枚硬币随意投掷 n次出现“正面”的次数， 则 （ ) . 

(A) !亨尸尸寸＝少(x)

(C) 皿平了叶少(x)
解 应选 (B).

(B) 皿叶江－n气＝</J (x)
i 

(D) ｝正飞2n叫动(x)

I 由题设知Xn~ B(n,2] ，根据棣莫弗－拉普拉斯定理，得

皿p:xlEP｛飞亡寸 ＝O（x) ，
故选择 (B).

．卧旧，． 生产线生产的产品成箱包装，每箱质猛是随机的 ． 假设平均每箱重 50 千克，标准差为

5 千克，若用载重为 5 吨的汽车承运，试用中心极限定理说明每辆汽车最多可以装多少箱，才能保证不
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超载的概率大于 0.977. (<P (2) = 0 .977) 

解 设X凡 ＝ I , 2, ·· ·, n ) 为“第 l 箱产品的质量 （千克）”,由题意， X， 独立同分布，且 EX; = 50, 

n 

陑＝5, n 箱总质批为 Tn ＝区X, ，从而有
i =J 

ETn = 50n，声＝5五

由列维－林德伯格定理，知 Tn竺凇(50n , 25n ) ，因此有

P(Tn 心 000) = P ｛兀－ 50n < 5 000 - 50n尸叶1 000 - lOn ) > 0 977 
5五 5扛易

1000-!0n 

扛
即 > 2, n < 98.0 1 99 , 所以每辆汽车最多可以装 98 箱，才能保证不超载的概率大于 0 .977

c 五习题精练
二

[ 习题 ] 

5.1 设Xi, X z' ..., X"' ... 为独立同分布随机变址序列，且均服从参数为从J> I ) 的指数分布 ，记

<fJ (x) 为标准正态分布函数， 则 （ ) 

(A) ！亨1气二］叭x)

(C) 三勹－n釭l少（x ）

、
丿

) x 

x ( 

( 
中

中

__ 

= 

r 

•

• 

`

.

, 

x 

x 

V/ 

V/ 

入

入n 
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喜

n
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]闰

n
了
I

,

V

,̀

V

` 
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m
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li
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lrn
} 

l
n 

、
~
D 

、
~
B (( 

5.2 设 X1, X2, … ,XIOO 为来自总 体 X 的简单随机样本，其中 P{X = O) = P{X =!} =-;:-
2 

如）表示标准正态分布函数，则利用中心极限定理可得 P｛笘X, ~ 55} 的近似值为 （ ) 

(A) 1-<fJ (l) (B) <fJ (l) (C) 1-</J (0.2 ) (D) 少 (0.2 )

5.3 设某种电气元件不能承受超负荷试验的概率为 0.05 ．现在对 1 00 个这样的元件进行超负荷

试验，以 X表示“不能承受试验而烧毁的元件数”，则根据中心极限定理， P{5~X~ l0} ""-· 
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（少(2. 29 ) = 0.989) 

5.4 将一枚骰子重复掷 n 次，则当 n ➔ ex, 时， n 次掷出点数的箕术平均值了n依概率收敛于

5.5 假设X1, Xz, ... , X" 是来自总体X的简单随机样本，已知E(Xk)=ak(k= I , 2, 3, 4). 

证明：当 n充分大时，随机变垃Zn= －区灯近似服从正态分布，并指出其分布参数．
n ;=1 

[ 解答 ] 

5.1 (C) 解 由千悖叶：，信叶§,
归－2因此曰[-1: 伈x』动(x) 即

心－n三飞釭l吵（x），故选择 (C)
5.2 (B) 解 由总体的概率分布得总体的期望、方差分别为EX=－， DX= －， 故

2 4 

管,) = 50 , D （心）＝ 25
100 

由中心极限定理， LX，近似服从正态分布 N(50, 25) ，从而有

100 

心心5} ＝P]气°卢；5Ol 气寸昙°)＝叭!),
故选 (B).

5.3 0.489 解 不能承受试验而烧毁的元件数X- B(n,p) ．根据棣莫弗 － 拉普拉斯定理， X近

似服从正态分布 N(np , npq ) ，其中 n = 100 , p = 0.05 , q = 0 .95. 因此

P归店10) = P{Tn;丘 X-n丘 10-np} ＝P O< X- 5 < 10 - 5 石石石 ｛ 启立｝
叶｀心29}吵（2.29)-</J(O) = 0.489 . 

S.4 - 解 设X1,X2, … ，凡是各次掷出的点数，显然它们独立同分布，每次掷出点数的数学
2 
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7 
期望等于－．因此，根据辛钦大数定律 ，

2 
凡依概率收敛千－

7 

2 

5.5 证明 依题意X1, Xi , … ， Xn 独立同分布，可知Xi ，对， … ， X: 也独立同分布且有

E (X;2)= a 2, D(X;2) =E(Xt )- [E(X;2)]2 = a 4-a; 

由列维－林德伯格定理，
沪，2 － na2 飞X;z -a2 

vn ='=l = n ;=1 = 乙－a2 的极限分布是标准正
二 J(a4飞 ） ／nJ亿－动／ n

态分布，所以当 n 充分大时，
2 V" 近似服从标准正态分布，从而 Z尸f言? • v. +a2 近似服从参数为

n 

µ =a2 ' 
2 

矿＝ a4-a2 的正态分布．
n 
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基础知识结构

总体与样本

统计量及其分布

法
I l 

参数的点估计 H4 估计扯的评价标准 （ 仅数学一）

一致性（相合性）

估计量的数字特征与收敛性（仅数学三 ）
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参数的区间估计（仅数学一 ）

假设检验（仅数学一）
小概率原理与显著性水平

正态总体下的六大检验及拒绝域

两类错误 （ 仅数学一 ）

步基础内容精讲
上
镖
研
号
考

—、总体与样本

1. 总体

研究对象的全体称为总体，组成总体的每一个元素称为个体 ．在对总体进行统计研究时，我们所关

心的是表征总体状况的某个（或某几个 ）数量指标X （可以是向扯 ）和该指标在总体中的分布情况．我们

把总体与随机变量X等同起来，说“总体X" ． 所谓总体的分布就是指随机变量X的分布．

2. 样本

n个相互独立且与总体X具有相同概率分布的随机变猛X1, Xz , …， Xn 所组成的整体 (X1, Xz, … , 

xn ）称为来自总体 X、容量为 n 的一个简单随机样本，简称样本 ．一次抽样结果的 n 个具体数值

(x1, x2, … , xn )称为样本X1, Xz , … ,x 的一个观测值 （或样本值 ）．

3. 样本的分布

对千容址为 n 的样本X1, Xz , … , Xn ，有如下定理 ：

假设总体X的分布函数为 F(x) （概率密度为f(x) ，或概率分布为P; = P(X =x, ) ），则 (X1 'Xz , …,

xn) 的分布函数为

n 

F (x1, x2, …, xn) = H F (x,) . 
i=I 

相应地：
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(1) 对于离散型随机变盘的样本X1,X2, … ,x.' 联合分布为

n 

P(X1 =x1, X2 =x2, …, X. =x.) = ITP(X1 =x;); 
/=I 

(2) 对于连续型随机变址的样本X1, X2, … ,Xn ，联合概率密度为

n 

f(x1, x2, … , xn) ＝rrf炕） ．

二、统计量及其分布

（ 一 ） 统计量

/=I 

设X1,X2,···,X" 为来自总体X的一个样本， g(x1'Xz' … ,xn) 为 n元函数，如果g中不含任何未知

参数，则称g(X1, Xz, … ， xn)为样本X1, Xi, … ，凡的一个统计量． 若 (x1'Xz' …， xn) 为样本值，则称

g(x1, Xz, …， xn) 为 g(X1, Xz, … ,xn) 的观测值 ．

【注】 (1) 直观上 ， 统计量就是由统计数据计算得来的量 ． 数学上，统计量是样本XI, X2, … . x n 

的函数 ： T =g(X1, X2, … ,X") ．统计量不依赖于任何未知参数．

(2) 统计量也是随机变量，且是样本的函数 ．

（ 二 ） 常用统计量

样本数字特征和顺序统计批都是常用的统计址 ． 统计批是统计分析和统计推断的重要工具．

1. 样本数字特征

数学期望（均值）、方差和标准差、矩等都是总体X最重要的数字特征．设X,, X2, …，凡是来自

总体X的简单随机样本，则相应的样本数字特征定义：

(1) 样本均值 X= - 1 n 

区Xi ;
n 1=1 

(2) 样本方差 s2 1 =—主(X; －灭）气
n- l i =l 

样本标准差 S= 
I 一 .I—2(Xi 了）2 ; 

n-17,:j 

l n 

(3) 样本 K阶（原点）矩 Ak=－区对 (k =l, 2, …) ; 
n ;=l 

(4) 样本 K 阶中心矩 B =-
l n 

k 区 (X;-X)k(k =2, 3, …) . 
n i =l 
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2. 顺序统计量

将样本Xi, X2, …，凡的 n个观测批按其取值从小到大的顺序排列，得

x (1)< X (2)< ….,; x (n) . 

随机变量X(kl (k = I , 2, · · · , n ) 称作第 K顺序统计量 ， 其中 X( l ) 是最小顺序统计量，而x(n ) 是最大顺

序统计量 ：

x (I ) = min(XI, X i , … , X.}, x (n) = max(XI , X i , … ,Xnl. 

【注】 ( 1 ) x (n) = max{XI, X2' … ,xn ) 的分布函数为

凡n) (x) =[F(x)]" 

（概率密度为八n,(x) = n[F (x)] n-lf(x)) 

(2) x(I) ＝皿n{ X1, X2, … ， xn ) 的分布函数为

RI)(x) =l - [1- F (x)]n 

（概率密度为J;1,(x) = n[l - F(x)]"一I f (x)). 

3. 性质

设总体X的期望 EX=µ, 方差 DX ＝矿， Xi, X i , . .., X" 是取自总体X、容量为 n 的一个样本，

灭， s2 分别为样本均值和样本方差，则

2 l 6 
EX,= µ , DX1 ＝矿 (i = 1, 2, … , n), E及＝ EX=µ , 成＝－DX=— ,E(S2) =DX 王 ．

n n 

（ 三 ） 三大分布一x2 分布 、 t 分布和 F分布

尤2 分布、 t分布和F分布是统计推断中最常用的抽样分布 ．考生不必记忆x2 分布、 t分布和F分布

的概率密度，只需了解相应统计量的概念，以及它们的分布曲线的示意图和分位数，会查相应分位数

的数值表 ．

1. x2 分布

( I ) 概念．

若随机变量X1 , Xi , … ，凡相互独立，且都服从标准正态分布，则随机变量X ＝区灯服从自由度

为 n 的 x2 分布，记为X ~ x2(n). 

(2) 上 a分位数' \\\～和式中独立变量的个垃为自由度
对于给定的 a(O < a < 1 ) ，称满足
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吓＞忒(n)) ＝广 /<x)dx =a 
忒 (n

的忒 (n) 为 x2(n)分布的上 a分位数（见图 6-1 ) ． 对千不同的 a, n ,

义2(n)分布上 a分位数可通过查表求得．

(3) 性质．

l浩Xl~x飞 ）， X2 ~x2 饥）， X1 与X2 相互独立，则

f(x) 

。 兑(n)

(n>2) 

图 6-1

X 

xi+ Xi~ x2(nl 飞 ）

此结论可推广至有限多个的和． 公众号【乘龙

2. t 分布

霾x~x2(n) ，则 EX=n, DX=2n 1 祝您考研上岸
(1) 概念．

X 
设随机变址X~N(O , !), Y~z2(n) ，且X与 Y相互独立，则随机变批 t= 服从自由度为 n 的

矿

t分布，记为 t~t(n).

(2) 上 a分位数 ．

对于给定的 a(O <a< I) ，称满足

P{t > ta(n)) =a 

的 ta (n ) 为 t (n)分布的上 a分位数 （ 见图 6-2).

(3) 性质．

CD t分布概率密度f(x) 的图形关于x=O对称（见图 6-3) ，因此

Et=O(n;;.2). 

＠由 t 分布概率密度f(x) 图形的对称性，知 P{ I > -ta (n)) = P{ t > t1 _a (n )) ，故 t1_a(n ) =-ta(n). 

当 a值在表中没有时，可用此式求得上 a分位数．

f(x) /(x) 

a 

0 1.(n) 

图 6-2

X 。

图 6-3

X 

3. F 分布

( I) 概念．

设随机变址X~
X I n 

义2 (n1 ), y ~ %2 (n2) ，且X与 Y相互独立，则 F= 1 服从自由度为 (n1, n2 ) 的 F
YI n2 
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分布，记为F~F仇，心，其中 nl 称为第一自由度， n2 称为第二自由度 F分布的概率密度f(x) 的图

形如图 6-4 所示．

(2) 上 a分位数 ．

对于给定的 a(O < a <I ) ，称满足

P{F > Fa(n1, 心） = a 

的 Fa(n1 , n2 ) 为 F(n1, n2)分布的上 a分位数 （ 见图 6-5 ).

f(x) 

X 
F0(n,,n,) x 

图 6-4 图 6-5

(3) 性质．

证胡设F ~ F (n2, n,) ，则

P{F > F。 (n, , n,)I = a 

P{F < F。 (n, , n,)l = 1 - a 

凇~6}=1-a

I 
心若F ~ F (n1, n2) ， 则— ~F(n2, n1) 

F 

1 
Q 为 一 ～ F(n,, n2) 桔合上 a 令位数

F 

的定义．可知
I 

= f; _0 (n1 , n,) 
凡 (n,, n1) 

(2) F'i-a (n,, n,) l -n1,n,)= ，常用来求 F分布表中未列出的上 a分位数 ．
Fa (n2, n1) 

＠若 t~t(n) ，则 12 - F(l, n). 

（ 四 ） 正态总体条件下的常用结论

设X1, X2, …， xn 是来自正态总体N切，矿）的一个样本 ， x, s2 分别是样本均值和样本方差，则

(1) 又 ～ N ［三］ 即勹＿µ＝气－µ） ～ N(O l ) ，
石

（2) 上2 (X, －矿 ～ 尤2 (n) ; 
6,=1 

(3)~:／勹（n— I )(µ未知时，在 (2) 中用了替代µ) ;

(4) 了与 s2相互独立，

/ 正态，色体下才芍此栳论

石（灭—µ)
s 

- t (n -1) 佑未知时，在 (1) 中用 S替代句．进一步有

飞µ)2 ~ F(1 n-l) ［昙］2[ ＝五－ µ）2
\～———一－~ ~/(n-1 ) 5 2 

6 
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■讥jDIii 设X1 , X2 , … ， Xn(n > 2 ) 为独立同分布的随机变量，且均服从正态分布 N(O, 1 ) ， 记

— l n _ 

X = - I;x;, Y; = x ; -x, i =I, 2, …, n 则 Y 的方差DY = 
I I 

n i=1 

n — 
解 应填—— .

1 

n 

DY; = D (X, -X) 

气炉竺叶（l 一千二n kij I \ n ; n 

n-1 
= — , i =l, 2, · ·· , n. 

n 

．卧罚嘈 已知总体X的期望EX = O ，方差DX ＝矿 ， 从总体X中抽取容量为 n 的简单随机样本 ，

其样本均值、样本方差分别为 X , S2 ．记 s: = n 一2 1 
--X +- S2(K = l, 2 

k k 
, 3, 4) ，则 （）．

(A) E(S12 ） ＝矿

(C) E(S;) ＝矿

解 应选 (B).

(B) E(S;) ＝矿

(D) E（对 ） ＝ (Y2

2 2 DX a —2 ——- 6 由 E了 ＝EX = O, DX=—-＝一， E(S2)= a2 , 且 E（X ) ＝DX + （EX)2=DX =—， 故
n n n 

闷）＝;E矿） ＋1霹） ＝？ ．已l矿 ＝2矿
k k k n k k 

当 k = 2 时， E(S;) ＝矿， 选择 (B).

■切罚璞 设X1, X 2, X3, X4 是来自正态总体N(O, 22 ) 的简单随机样本，记

X =a(X, -2X2)2 +b(3X3 -4X4)气

若统计量X服从 自 由度为 2 的 x2分布，则 ab=~·

I 
解 应填

2 000 

由 条件知 X1, X2, X3, X4 相互独立且同服从正态分布 N(O, 22) ． 因此 X1 -2X2 服从正态分布

N (O, 20) ，而 3X3 -4X4服从正态分布N(O , 100) , 并且相互独立 ．由 x2分布的概念，知

T= (X1-2X2)2 +(3X3-4X4)2 
20 100 

服从自由度为 2 的
1 . 1 X2 分布， 从而 a ＝五＇ b ＝而6 ，于是 ab ＝心。．

■切罚漏 设总体X- N(O, 32) , X,, X2 , … ， X8 是来自总体X的简单随机样本， 则统计晕

11 4 



笫 6讲数理统计

Y = 
x1 +x2 +x1 + x . 

J欢＋X尸对＋Xi

服从（ ). 

(A) x 2(4) (B) t (4 ) (C) F (4 , 4) (D) N(O, 42) 

解 应选 (B).

由千相互独立且服从正态分布的随机变址的线性组合仍然服从正态分布，易见

U= 
X1 + X2 +X3 + X4 

护(X1 ＋凡＋X3+X4)

＝凡＋X2 +X3 +X4 ~ N (0 , I) . 
6 

作为相互独立且服从标准正态分布的随机变批的平方和，

X 2 x 2 x 2 x 2 
V =－上＋一＋－L ＋—立

9 9 9 9 

服从x2 分布，自由度为 4 ． 随机变量 U和 V显然相互独立．则随机变扯 Y可以表示为

y= (X1 + X2 +X3 + X4)/ 6 U 

欢＋Xt ；对＋X； ／4 / 

由 t分布的概念，可知随机变鼠 Y服从自由度为 4 的 t分布，故选 (B)

■网罚通 设X1, Xz , … ， xl 5 是来自正态总体N(O, 9 ) 的简单随机样本， 则统计量

Y =— 
I X12 ＋对＋… ＋Xio

2 X f1 ＋界＋… ＋Xi5

服从 （ ) . 

(A) t(IO) (B) 1(15 ) (C) F(lO , 5) (D) F (5 , 10) 

解 应选 (C).

由 x2 分布的概念，知

忒＝
Xi +X; 十 ·· · + XI~ 炾＋界＋···+Xis

9 
10 和必＝

9 

分别服从自由度为 10 和 5 的 x2 分布，且相互独立 从而，由 F分布的概念，知

立
Y = 」 灯＋对＋…＋Xio 飞

2 X ii + Xii + … +Xi5 _rl 
5 

服从自由度为 (I O, 5 ) 的 F分布，故选 (C).

■网罚呻 设随机变量X - t (n) , Y - F(I, n ) , 给定 a (O <a< 0.5 ) ，常数 c 满足 P{X >c) = a , 则
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P{ Y>c勹＝ (). 

(A) a (B) I -a (C) 2a (D) l -2a 

解 应选 (C).

由 X ~ t (n ) ，可得X2 ~F(l, n ) ，从而

P (Y>c2} = P (X2 >c2} = P(X>c) + P(X <-c} =2a, 

故正确选项为 (C).

【注】 此题只能有概率 P{Y > c2 ) 与 P{ X2 > c2 ) 相等 ， 而不能说 Y =X2, 因为服从相同分布的随

机变量并不一定相同．

X 

三、参数的点估计 雷
设总体X的分布函数为 F(x; 0) （可以是多维的），其中 0是一个未知参数， X1, Xi, … ，凡是取

自总体X的一个样本．由样本构造一个适当的统计扯 0(XI, Xi, … , Xn) 作为参数 0的估计，则称统计

最 0(X X ,x)为 0的估计量 ．

如果 X1, X2' … ， xn 是样本的一个观测值，将其代入估计猛 0 中得值 0(x1, X2, … , xn) ，统计学中称

这个值为未知参数 0的估计值 ．

建立一个适当的统计扯作为未知参数 0的估计截，并以相应的观测值作为未知参数估计值的问题，

称为参数 0的点估计问题 ．

1. 矩估计

( l ) 对千一个参数｛
O用一阶矩建立方程 ： 令又＝EX,

霾＂心”不能用，用二阶矩建立方程 ： 令 －区对＝E（炉）．
n ;=1 

一个方程解出一个参数即可作为矩估计．

l n 

(2) 对于两个参数，用一阶矩与二阶矩建立两个方程，即O了＝EX与＠ －2矿＝E(X2 ) ，两个方
n i =1 

程解出两个参数即可作为矩估计 ．

【注】 显然 ， 一般情况下，将：吝对＝E(Xk)(k =I , 2 , …，m) 联立，即可求 m个参数的矩估计那

么 ， 若求一个参数的矩估计 ， 是否 k 可任取一个正整数呢？答案是否定的，在统计的问题中，一般

以低阶为原则 ， 即取能解出参数的方程的最小 K值．
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2. 最大似然估计

对未知参数 0进行估计时，在该参数可能的取值范围内选取，使”样本获此观测值XI'X2' … , xn” 

的概率最大的参数值 0作为 0的估计，这样选定的 0最有利于 X1, X2 , …, xn 的出现，即“参数 0=？时，

观测值出现的概率最大”.

0 ) （这是离散型总体X取X1, X2, … ,xn 的概率），
| - - 

• = 1 

( I ) 写似然函数L(x,, x, , · 

0 ) （这是老卖轧符体X取x1, x2, … ， xn 的联合概率密度）．

立拆 ⇒ ．f=f,儿 --·J, : P = P,P, ... P,. 

⇒ f = [1f (x,,0 ) ． p = n 
'"' 

厂然函数有驻卢， 则令盖 ＝ 0或 d(dInOL)= 0， 解出 0 ,
(2) 求参数若似然函数无驻点（单调），则用定义求扒

若似然函数为常数，则用定义求 0, 此时 0不唯一

(3) 最大似然估计量的不变性原则 ．

设 0 是总体分布中未知参数 0的最大似然估计，函数 u =u(0 ) 具有反函数， 则 ii =u(0) 是 u(O) 的最

大似然估计，如 0是 0的最大似然估计， 则 e0 是 e0 的最大似然估计

或

3. 估计量的评价标准 （ 仅数学一 ）

(I) 无偏性．

对千估计量 0, 若 E0=0 ，则称 0 为 0的无偏估计量

众号【
您考0井上l· 1二

(2) 有效性（最小方差性) //订氓唷致t出的前提

若或＝0 ， Ed2 =0 ，即 OI'02 均是 0的无偏估计量，当 D0, < D02 时，称 01 比 02 有效

(3) 一致性（相合性） （只针对大样本 n ➔ oo ),

若 0 为 0的估计量，对任意 &>0, 有
＼一般用，心下西种方法

(j) 切比官 夫禾爷式 P( I X - EX l;. c] < —­
DX 

^ [ c2 
hmP{ | O-0 |> c) = 0, ＠辛钦火数定律 （独立同 今布、 EX存 在 ）
n➔ oo 

⇒ X~EX 

^ Jim P{ I 0-0 1< &) = I, 
n一。

即 当 e~eat, 称 d 为 0的一致（ 或相合）估计 ．

4 估计量的数字特征与收敛性（仅数学三）

( I ) 求 EB.
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(2) 求 DB.

(3) 验证 6是否依概率收敛到 0 , 即是否有 0~0, 即对任意 &> 0, 有

limP{ I 0-0 1~&) =O 或 limP{l0-01<&} =I . 
n➔~ n分工

■喟嘿疆 设总体X的概率分布为

X 。
2 3 

p 
。2 2O(1-O) 。2 l-20 

其中 0(0 < 0分）是未知参数，从总体X中抽取容量为 8 的一组样本，其样本值为 3, 1, 3, 0, 3, 1, 2, 3 

求 0的矩估计值和最大似然估计值．

解 由千总体分布仅含一个未知参数，因此矩法方程为 EX ＝灭，其中

, 
X, 8

寸
jii

l-8 
__ -X 

EX = Ox 02 +lx20(1-0)+202 +3(1-20) = 3- 40, 

令 3-40 =X, 解得 0的矩估计量为 0=
^ 3—X 

4 
，由样本值算得

;: =~x (3 +I +3 +O + 3 +1 +2 + 3) =2, 
8 

所以 0的矩估计值为 0
3- 2 I 

= =- 
4 4 

已知总体X的概率分布为P; =P{X =x; ) = p (x;; 0) ，故样本值x;{l ~ i ~ 8 ) 的似然函数为

L(0 ) = L(x1, ..., x8; 0 ) = 11叭x,; 0) = 02 [20(1-O)]2 矿 (1-20)4
i=I 

取对数，

令

= 4铲 (1-O)2(1-20)4.

In L(0 ) = ln 4 +6 ln 0 +2 ln(l-0) +4 ln (l - 20), 

d[lnL(0 )] 6 2 8 2402- 280+6 
=--—- = = 0, 

d0 0 1- 0 1-20 0(1-0)(1-20) 

即 1202 - 140 + 3 = 0, 解得 0=
7 士 J5. 7 +J百 1

，因为 ＞－不合题意，故 0最大似然估计值为 0 = 7－而
l2 l2 2 12 . 

【注】 似然方程满足条件的解 6 一般就认为是最大似然估计而不加以验证 ． 原则上是需要证明的 ，

然而有些问题证明是不容易的 ， 甚至是不可能的．如果能断言 L(0) 有最大值点，而且似然方程只有

唯一解 6 ， 则 6 为最大似然估计 ， 此外有些问题可用微积分方法来验证，如本例．事实上 ， 由于
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d2[lnl(0 )] -6 2 16 
< 0 , 

d02 矿 (1 - 0 )2 (1- 20)2 

7－洹因此 0 = 使 L(0) 达到最大，因而满足条件的解为 6 = . 
7 －而

l2 12 

．囡炽罚眉 设某种产品的使用寿命 T 的分布函数 F(t ) 满足方程 F' (t) ＋—
2t 
。2

矿 3
F (O) = O, 其中 0为大千 1 的参数， 且产品性能 Q(O ) ＝－ 1nO-－矿＋0.

2 4 

(I) 求概率P{T > t) 与 P{T > s + t IT > s) ，其中 s > O ,t > O;

[F (t ) - 1] = 0, t ?; O, 

(2) 任取 n个这种产品做寿命试验，测得它们的寿命分别为伈片， ... , fn , 求 0的最大似然估计值扒

(3) 求产品性能 Q 的最大似然估计值 Q

2t 2t 
解 首先求 F(t ) ，由 F' (t )＋— F(t ) ＝— 知

02 0 2 ' 

F(t )=e寸炭山［卢d1 炭 dt + C] 

=e ；但畛］ ＋c]

=e -f, [ J + Cl = I + Ce 卢 ，彦 0

由 F(O )=O ， 知 C = － l ， 故

F(t )＝ ｛ l -e玉 ， t > 0, 
0, 其他

( I ) 由条件知

I' 
P{ T > t) = e 0' , 

P(T > s + t lT > s) = 
P(T > s+t, T > s) 

P(T > s) 

= 
P(T > s +t) 

P(T > s) 
l , . +21S 

=e ol 

(2) 总体 T的概率密度为
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f(t; 0) ＝｛护$, t > 0 , 

0 , 其他

似然函数为

岭1,'
L(0) = ［2“0气t2.. ．tne, t1, t2, ··, tn > 0, 

0, 其他

n 

当 ti'ti'
l n 

…, tn > 0 时， lnL(0) =n ln2-2n ln0 + L Int; - —Lt;2 . 
i=1 02 i=1 

古
/.\. d[lnL(0)] 

d0 
= O , 得

2n 2 n 
-—＋了区t;2 = 0, o o i=1 

从而 0的最大似然估计值为 0=（－l n 

区t2
1 

n i=1 i ]. 
(3) 由

0 3 
Q'(0) =Bin 0 +~-~0 +l =01n0-0 + l 

2 2 

令 0-l=u (u +l)ln(u +1)-u, 

根据不等式~ < ln(u + I) , u > 0, 知 Q' (0)> 0 ．于是 Q=Q(0)有反函数，且由 (2) 可知， Q 的最大似
u+l 

然估计值

Q=（卢言 t;2 )1n(~tt;2 f-i tl;2 +(~ tt;2 f 
■}讥雹重 设总体X的概率密度为

f(x; 0) ＝{占, 0年 I,
0, 其他，

其中 0为未知参数， X,, X2, … ,xn为来自该总体的简单随机样本 ．

(1) 求 0的矩估计量；

(2) 求 0的最大似然估计量．

解 (1) 由于总体X服从区间 [0, 1 ]上的均匀分布，因此EX=—-．
l +0 

2 

1+0 —— 
由—— =X ，其中 X为样本均值，得 0的矩估计扯 0 =2X-l. 

2 
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(2) 设 XI ' X2' . ..'Xn 为样本 Xi, X2 , . .. ，及的观测值，则似然函数为

L (0 ) ＝几（x， , 0)= ［；1, ＿10 )n, 0其：也卢 山 ＝ I , 2,..., n),

尸妇mm{x! ， x2 , ·· ,xn ) ， xj 引，
0 , 其他

由此可知，当 0 = min{x1, x2 , … ， xn ) 时， L(0)达到最大，故 0的最大似然估计量为

0 = min{ X1, X 2, ···, Xn)

■讥imllll （仅数学一 ）设 X1, Xi , … ，凡是来自正态总体X - N(µ, cr2) 的简单随机样本，为使

n-1
D =k区 (Xi+I - X ;)2

i=I

成为总体方差 62 的无偏估计量，则 k = ( )

(A)
I

n- 1

解 应选 (C).

(B)-
I

n
(C)

I

2(n - 1)

由条件知 E(X2) ＝矿＋矿假如统计扯D是总体方差矿的无偏估计盘，则

n-1 n-1

(D) —1

2n

ED =kI E[(X i+I-X)2 ] =k区E(X;:.1 +x i2- 2xix i+I)
i=I i=I

千是， k=
1

故选 (C
2(n-l)

,).

n-1
= kI (2矿＋2矿－ 2矿 ）

' =1

=2k (n- 1 )矿＝矿，
公众号【乘龙考研】
祝您考研上岩

（仅数学三 ）设X! ， X2, … ，凡是来自正态总体X -N(µ, 矿）的简单随机样本，记

若ED ＝矿，则 k = ()

(A)
I

n-1

解 应选 (C).

I
(B)..:.

n

n-1
D = kL(X ;+I - X;)2,

'=1

(C)
I

2(n - 1)
(D) —I

2n

由条件知 E(X2) ＝矿＋矿．又 ED = a2 , 则

n-1 n-1
ED = kLE[(X ;+I - X; )2 ] = kLE (X i:1 +X ;2 - 2X;X ;+I)

i=1,=1
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n- 1 

= kL (2a2 + 2矿－ 2矿 ）
;=J 

= 2k(n - l )a-2 = a-气

于是， k == 
1 

2(n - l) 
，故选 (C).

鄱讥叨盲 设总体X-N(µ , a 2), X,, X2, X3 是来自总体X的简单随机样本，记

l 3 l 
µl= －X1+－X产－X3,

5 ' 10 . 2 

l l 5 
庄＝－X1 +－从＋—X3,

3 ' 4 . 12 

l l l A =-X1 +-X2+ - X3 . 
3 6 2 

（仅数学一 ）证明估计量A ，凡， A都是µ的无偏估计，并指出它们中哪一个最有效．

（仅数学三 ）求估计量归 庄， A 的数学期望与方差 ．

（仅数学一 ） 证明 因

1 3 l l 3 l 研 ＝5EX1 飞耽＋½EX3 =G飞飞]µ = µ,

玩＝（曰奇µ=µ ,

Eft:i=(；分分）µ = µ ,
故归庄， A都是µ的无偏估计．

又

l 9 l 38 
砬 ＝－DX广—DX产－DX3 =—6气

25 ' 100 . 4 J l 00 

Dfli ＝（三希）矿 ＝吕武

吭＝（三千千2 ,
所以庄最有效．

（仅数学三 ） 解
l 3 1 1 3 l 研 ＝5耽＋而EX2 +½ EX3= （言飞）µ = µ ,

E凡＝（；飞飞）µ = µ ,
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玩 ＝（；五］µ = µ,
I _ __ 9 _ __ I 

DA =- DX1+- DX2+- DX3 = — 38 2 

25 100 4 100 
6 , 

Dfi2 ＝（口如矿 ＝盖62 ,

DA=（三叶2 ＝卢
冒悍叨看 设X,, X2, · ··, X" 是来自总体X的一个简单随机样本， EX = µ , DX = a-2 

2 n 

（仅数学一 ）证明统计扯 Y ＝ 区戊是 µ的无偏相合估计蜇．
n(n + l)'7:j 

2 n 

（仅数学三 ）求统计址 Y= 2巩的数学期望，并证明 Y依概率收敛到 µ .
n(n + 1) 7:j 

证明 （仅数学一 ） 由千

EY= 
2 n n 

区E饥） 2 
=-—LiEX 

n(n + 1) -f:j n(n + 1) -f:j 

2 
= ~ (µ + 2 µ +…+ nµ ) 

n(n + I) 

= µ , 

, 

从而知， Y是 µ 的无偏估计撮．

又因

2 n 

DY =[~J ti2DX; =~(12 +22 +＋示）

=~ • .:...n (n + 1)(2n + I) 
4矿 l

示 (n + 1)2 6 

2 2n + l 
=- • 

3 n(n+I ) 
矿，

千是由切比雪夫不等式，对任意实数 &> 0' 有

彦 P( I Y - µI<&) 习－— l － 一 ·
DY _ , 2 (2n + I )矿
&2 · 3 n(n+1 )&2' 

2 (2n + !)(J"2 两边取极限，由 hm彦 hm [ l - － ·n➔ !I~!➔ ~ 3 n(n + 1)C2 ] = 1 ，有
皿川Y-µ1<£) = I, 

所以 Y是 µ的无偏相合估计撮
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（仅数学三 ）
2 n 

EY=~L E (iX;)= 
2 n 

区iEX
n(n + 1) i=1 n(n+ 1) ／叫 I 

2 
=—一一 (µ +2µ +… +nµ)

n(n + l) 

= µ , 

2 n 

DY=[~r t i2DX; =~(12 +22 + ··· + n2) 

=~ • ~n(n + 1)(2n + 1) 
4矿 1

示 (n + 1)2 6 

2 2n + l 
=- • 

3 n(n + 1) 
(Y2' 

千是由切比雪夫不等式，对任意实数 &> 0 ' 有

诊 P{IY - µ I < &) ~ 1- —= 1- - · 
DY. 2 (2n + l )矿

&2 · 3 n(n + 1 )忒＇

2 (2n + I )矿两边取极限，由 1unl 习 lun [ I - － ·“➔~”~[1 - ¾-~]=1 , 有
皿和Y - µJ < ll) = l , 

所以 Y依概率收敛到 µ .

四、参数的区间估计（仅数学一）

1 . 概念

设 0是总体X的分布函数的一个未知参数，对于给定 a(O <a< I ) ，如果由样本X1, X2, … ，凡确定

的两个统计蠡 01 = 01 (XI'X2' .. .'xn)'02 ＝ 02(Xl' X2' … ,Xn) ，使

P顷(X1,X2 , … ， Xn) ＜ 0 ＜如X1,X2, … ， X)) = 1-a, 

则称随机区间 (01, 02) 是 0 的萱信度为 1 - a 的置信 区间 ， O1 和乌分别称为 0 的置信度为 1 -a 的

双侧笠信区间的置信下限和置信上限 ， 1 -a 称为置信度或置信水平 ， a 称为显著性水平 ． 如果

P(0 < 01 ) = P(0 > 02) 
a 
＝－，则称这种置信区间为等尾置信区间 ．

2 
/_＿习考前记一记，喝前接一接，即可．

2. 单个正态总体均值和方差的置信区间

设x~N(µ ， 矿），从总体X中抽取样本XI, X2, … ,xn' 样本均值为灭，样本方差为 s2.

( 1 ) 矿已知， µ的置信水平是 1 -a的置信区间为
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［气勹＇ X +记］，三今p尸 /1 } = I-a 

(2) c,2 未知， µ的置信水平是 1 -a 的置信区间为

三勹（n-1 ) ,飞(n-1)] /今p杻 E 右） ＝I - a

(3) µ已知， 62 的置信水平是 1 -a 的置信区间为

气 (n ) ' x12 号 （n ) ] 此种 ·t青况一般禾出现［言 (X, － µ )2 言 (X, － µ )2 /，E 八） ＝1 － a

(4) µ未知，矿 的置信水平是 1 -a 的置信区间为

［言)-S12) ＇ x(1:)产l )l / P(62 EI4l =1- a 

2 2 

■涓讥可匡 设总体X-N(µ , 矿） （矿已知），则在给定样本容量 n 及置信度 1- a的情况下，未知

参数µ的置信区间长度随着样本均值灭的增加而（ ) 

(A) 增加 (B) 减少 (C) 不变 (D) 不能确定增或减

解 应选 (C)

在给定条件下，未知参数µ的置信区间为［Y-旦＿ z 了＋竺＿ z ]，其中 中 仁）＝ l －竺
五 号，拉 号 巴

2 
2 

间长度 2旦＿ z 与了无关，故选择 (C)
五 §

，可见该区

鄱邓吓瞿 设总体X的方差为 1 , 根据来自 X的容扯为 100 的简单随机样本，测得样本均值为 5,

又 少 (1.96) = 0.975, 则X的数学期望的置信度近似等于 0.95 的置信区间为

解 应填 (4.804, 5.196) 

尽管未说明X是否为正态总体 ， 但是由千样本容量 n = 100 属大样本，因此由中心极限定理易得

X- µ 
Z= 竺凇(0 , I), 

11厮

又由 (/)(1 . 96 ) = 0.975, 故 P{-1.96 < Z < 1.96) = 0 . 95 , 即 µ的置信度近似为 0 . 95 的置信区间为

（三X (.96，气x l 96) , 
将艾＝ 5 代入上式得置信区间为 (4.804 , 5.196) 
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五、假设检验（仅数学一 ）

1. 概念

蕾
关千总体（分布中的未知参数，分布的类型 、 特征、不相关性、独立性......)的每一种论断(“看

法”)称为统计假设 然后根据样本观察数据或试验结果所提供的信息去推断（检验）这个“看法”（即

假设）是否成立，这类统计推断问题称为假设检验．

2. 原假设与备择假设

常常把没有充分理由不能轻易否定的假设取为原假设 （ 基本假设或零假设 ），记为Ho ' 将其否定

的陈述（假设）称为对立假设或备择假设，记为 H,.

3. 小概率原理与显著性水平

(1) 小概率原理．

对假设进行检验的基本思想是采用某种带有概率性质的反证法 ．这种方法的依据是小概率原

理一概率很接近于 0 的事件在一次试验或观察中认为不会发生．若小概率事件发生了，则拒绝原

假设．

(2) 显著性水平 a.

小概率事件中的“小概率”的值没有统一规定，通常是根据实际问题的要求，规定一个界限

a (O< a< I ) ，当一个事件的概率不大千 a时，即认为它是小概率事件．在假设检验问题中， a称为显

著性水平，通常取 a =0.1, 0.05, 0.01 等 ．

4. 正态总体下的六大检验及拒绝域/一－—丸老前记一记 ， 申前接一摇，即可．

(1) 矿已知，µ未知 H。:µ=µ。, H 1: µ钉lo' 则拒绝域为 (- 00, µ。一]尸f] u[µ。十五勹 '+00].

-OO 6 
µ。一开勺 µ。 µ社汾 z兮 +oo 

(2) 矿未知， µ未知． H。：µ= µ。 , HI:µ*µ。，则拒绝域为

(-OOµ。如(n-1)］心主(n-1), +ooJ 

-OO S µ。飞f 丘(n-1) µ。
2 

µ。十九(n-1) +a, 

(3) 矿已知 ， µ未知． H。: 卢 µo, H1: µ> µ。，则拒绝域为[µ。十五产 '+ 00) .

（或写µ=µ。)
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(4) 矿已知， µ 未知． H。： µ 习 µo, H 1: µ < µo, 如E绝域为（－ co,µ。-｀a]

（或写 µ = µ。)
-oo 6 

µ。一厉： Z。 µ。

(5) 矿 未知， µ 未知 H。: µ 幻 µo, H1: µ > µo ， 则拒绝域为 [µ。+｀ta (n - 1),+oo J 

（或写 µ = µ。) µo ` S µ社荷 t.(n-1 )
+ oo 

(6)(J" 2 未知， µ 未知． H。： µ 习 µo, H1: µ < µ。， 则拒绝域为（ s 
- oo,µo -fnta (n - I)]. 

（或写 µ = µ。)
-oo s µ。

µ。-f,rt.(n- l )

【注］ 拒绝域的”形式 ” 与备择假设 凡 的”形式”一致，便于记忆 . 

. 切罚怍． 已知某机器生产出的零件长度X （单位 ： cm) 服从正态分布 N(µ，矿），其中µ，矿均

未知，现从中随意抽取容量为 16 的一个样本，测得样本均值又＝ 10 , 样本方差 s2 = 0.16. (t002/15) =2. 132) 

( I) 求总体均值µ置信水平为 0. 95 的置信区间；

(2) 在显著性水平为 0.05 下检验假设H。:µ = 9.7 , HI:µ 丑 9.7.

解 ( I ) 在总体方差未知条件下 ， 总体均值µ的置信水平为 1 -a的置信区间为

(x -*tf (n- I ), x +*tf (n-1 )J 

由样本均值又 ＝ 10, 样本方差 s2 = 0.16 = 0.42, 求得置信区间为

(10-~ , 10 + ~ ) = (9. 786 8, 10.21 3 2 

(2) 在方差 矿未知的条件下对总体均值进行检验拒绝域为

(- OOµ。主 (n -l)] u [µ。产a(n-l ) + OO] 

代入数值 ， 计算得（－ oo, 9.4868 ]U [9.913 2, + oo) ，由 x = 10 知，落入拒绝域，故否定 Ho' 即认为

µ c1c 9.7 . 

六、两类错误 （ 仅数学— )

第一类错误（＂弃真”) ： 若 H。为真，按检验法则否定Ho, 此时犯了＂弃真”的错误 ， 这种错误
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称为第一类错误，犯第一类错误的概率为 a=P ｛拒绝H。 | H。为真｝．

第二类错误(“取伪＇） ： 若H。不真，按检验法则接受Ho, 此时犯了”取伪＇的错误，这种错误

称为第二类错误，犯第二类错误的概率为 /J =P ｛接受H。 | H。为假｝ ＝P ｛ 接受H。 1 凡为真｝．

［注】 犯两类错误的概率 a 与 /3 ' 并不满足/J=l-a, 在固定样本容量 n 的条件下 ， a 小 ， f3就大 ；

/3 小， a就大 ． 在实际应用中 ， 我们总是在控制 a 的条件下，尽量使 f3小 ， 这是因为人们常常把拒绝

H。比错误地接受 H。看得更重要些 ．

．网“”冒 假定X是连续型随机变掀， U是对X的一次观测值．关于其概率密度f(x) 有如下假设：

H。应）＝｛；，正2'H1 f(x) ＝{； ， 0釭豆，
0 , 其他， 0 , 其他，

3 检验规则 ： 当事件 v={u>¾} 出现时，否定假设Ho, 接受HI ．则犯第一类错误的概率 a与犯第二类

错误的概率 fJ分别为 （ ) . 

(A) , 
3 7 

4 16 

解 应选 (D) .

由 a和 P的意义，知

3-4 
, 

7-16 g 
(C) 

9 I 
16'4 

(D) , 
1 9 

4 16 

3 2 l l a =P{u>¾心fi½dx =¾, 

/J = P尸叶f扭dx=~2 o 2 1 6 . 

故选 (D).

已基础习题精练
尸

[ 习题 ] 

6.1 设总体X服从正态分布 N(µ, a-2) ，其中µ已知， a-2 未知 X1, Xi, … ,xn 是取自总体X的简

单随机样本，则下列样本函数中不是统计址的是（ ) . 

l n 

(A) －区Xi
n i =1 

(B) max(X} 
l<i<n I 
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(C) 江门 l n 

(D) －区 (X; -µ) 2 
n,=1 

6.2 设总体X与 Y相互独立且都服从正态分布 N(µ, 矿），灭，了是分别来自总体X, Y, 容械都为 n

的样本的样本均值 ， 则当 n 固定时，概率 P{ | 了-了 |> G) 的值随 6的增大而（ ) 

(A) 单调增大 (B) 单调减小 (C) 保持不变 (D) 增减不定

6.3 设总体X~ N仇， 4) , Y - N (µ 2, 5) , X与 Y相互独立， X1, · ··, X8 和 r;'. .. ' 片。是分别来自总

体X和 Y的两个样本，界与岛分别为两个样本的样本方差，则（ ). 

(A) 
2S~ 

- _ 

5S; 
F (7, 9) (B) 

5S2 
X 

2S; 
F(7, 9) (C) 

4S; 
- _ 

5S: 
F (7, 9) (D) 

5S2 
X - _ 

4S; 
F (7, 9) 

6.4 设x1, Xi, x3, x4 为来自总体 N( I 
0 , ½]的简单随机样本，则统计量 Y = X.-X 

丘
2 服从（ ), 

(A) N(O, I) (B) X2 (2) (C) t(2) (D) F (2, 2) 

I -O l +0 
6.5 设总体X的概率分布为 P{X= I ) ＝—-, P{X =2) = P{X =3} ＝——．利用来自总体X的样本2. ... 4 

值 I , 3, 2 , 2, I , 3, I , 2, 可得 0的最大似然估计值为 （ ) 

I
-4 

、
｀

丿

A ( 
3-8 

、`

丿

B ( l
-2 、

丿

c ( 5
-8 、

丿
D ( 

6.6 （仅数学一 ） 一批零件的长度服从正态分布 N(µ ，矿），其中 µ , /J 2 均未知现从中随机抽取 1 6

个零件，测得样本均值歹＝ 20 cm , 样本标准差 s = I cm , 则 µ的置信水平为 0 .90 的置信区间为（ ) 

(A) (20 －长。/1 6), 20 + ¾t005(16)) 

(C) (20 - 』 t005( l 5) ， 20 +it005(1 5)) 

(8 ) ( 20 -¾ 101 (16), 20 + ¾101 (16 )J 

(D) ( 20 - ¾ 1。)（ 1 5 ) ， 20 +i tOl(15 )]

6.7 （ 仅数学一 ）在假设检验中，显著性水平 a的意义是（

(A) 原假设H。成立，经检验被拒绝的概率

(B) 原假设H。成立 ， 经检验被接受的概率

(C) 原假设H。不成立，经检验被拒绝的概率

(D) 原假设H。不成立，经检验被接受的概率

I 
6.8 设总体X的概率密度为f(x) = ~ e-I斗 （－ CO < X < + co) 

2 
, X1, X2 , … ， X 为来自总体X的简单随机样

) 

er~龙

上岸

本，其样本方差为 s2 , 则 E(S2) = 

6.9 巳知总体X的概率密度为

129 



缸考研数学基础30讲．概率论与数理统计分册

归）＝｛（1 ＋0)欢， 0 ＜ x<l,
0 , 其他，

其中 0 >-1 是未知参数，设X1,X2, … ， xn 为来自总体X的简单随机样本，求 0的矩估计量和最大似然

估计量．

6.10 设总体X的概率密度为

归）＝w(0 — x) ， 0 <x<0,
0, 其他，

x1, X2 ， … ，凡是取自总体X的简单随机样本 ． 求；

(1) 0的矩估计量礼

(2) 0 的方差D0 .

6.11 设总体X的概率密度为f(x)＝卢
0, 

O,;;;x,;;;a, 
其中 a> 1 未知， X1, X2, … , X 是来自总体

其他， n 

X的简单随机样本．

(1 ) 求p=P(O <X ＜心勺；

(2) 求p 的最大似然估计量p.

6.12 设X1, X2, … ,xn 是来自正态总体N(µ , 矿）的一个简单随机样本，记

三tx;,S巨士言(X －了）2 ， T 了－归2

（仅数学一）证明 ： T是矿的无偏估计量．

（仅数学三）求 ET.

[ 解答 ] 

6.1 (C) 解 由统计量的定义”不含任何未知参数的样本函数” ，即知不是统计量的选项应该是

(C), 因为选项 (C) 中含有未知参数 6，故选择 (C) .

6.2 (C) 解 要计算概率需要知道了－了的分布依题意又～ N(µ ， 气］了～ N(µ , 气］且相互

独立，故了－了～ N（0 , 262] ，由此可知当 n 固定时， P{ IX- y|＞ 司 ＝ P
X -Y {I嘉／五 飞｝辛无关，

故所求概率值保待不变，选择 (C) ． 事实上，
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P吓－了卢｝ ＝ 1 -P{I¾—I：气巨｝＝1-［叶HJ-叶－拉］］

=2[1- (/): 

6.3 (D) 解如果 aQ - x 2(m) , bT - x2(n), Q 与 T独立，则
aQ / m _ naQ 

=-— ~ F (m, n ) ．依题意
bT / n mbT 

7界 9S2
— ~ x 2(7), —L ~ x 2(9) . 

4 5 

s2 II7 5 
骂与岛相互独立，因此服从 F(7, 9 ) 分布的统计量A二－ ，其系数应是 A ＝生＿ ＝－ ，选择 (D).

s; ?/9 4 
5 

( 【 注 】 通过 F分布系数与自由度的关系确定选项 ．
、
/

6.4 (C) 解 取X = X,-X2 , 则 EX =O, DX = DX, +DX2 = l , X -N(O, I). 

又 E（五X;)=O, D（五x,) ＝ 2DX, ＝ l ，知丘x, ～ N(0, l ) ，从而

yl = （五x3 丫＋（五X4汇汃2) ,

又 X与 r 相互独立，

6.5 (A) 解

X 
因此 Y=—— ~t(2) ，即 Y服从自由度为 2 的 t 分布[ 
由题意可知，似然函数为

L(0 )= P{X, = I, X 2 = 3, X3 =2, X4 = 2, X5 =I, X6 =3, X7 =I, X8 =2) 

=（罕）3 （字）3 （平）2
I =—-(I —0)3(1 +0)5 . 

21 3 

对数似然函数为

令

lnL(0 ) =-13ln2 +3ln(l-0)+51n(l +0). 

d[lnL(0)] 3. 5 
=-—+— = 0' 

d0 1-0 1+0 

l l 
解得 0=- ，从而 0的最大似然估计值为 0=－ 故选 (A)

4 4 

6.6 (C) 解 62 未知 ，均值µ的置信水平为 1 - a的控信区间为

［X－去 t号 (n-1 )，三飞'1-l )］ ，
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其中，在给定条件下，艾＝20, s = l, t 
竺

(n-1) =t0.05 (1 5 ) ，则所求参数µ的置信水平为 0.90 的置信区间为

(20 －长。/15 ), 20+』 t005 (15 )) ,

故选择 (C).

6.7 (A) 解 显著性水平 a是确定小概率事件的一个界限，由检验法则知， a=P ｛拒绝H。 | H。

为真｝，所以正确选项是 (A)．选项 (B) 所说的概率是P ｛接受H。 1 凡为真｝＝1 -a ; 选项 (D) 是P ｛接受

H。 | H。不成立｝＝P ｛犯第二类错误｝＝fJ ；选项 (C） 是 P ｛拒绝H。 | H。不成立｝＝ 1- /J. 

6.8 

故

6.9 

2 

解

解 因为样本方差的数学期望等于总体的方差，即 E(S2) =DX, 而

EX = f_：飞(x)dx = r:叶甘dx = O,

E (X2) = r: x汀(x)dx = f。+mx2e-' dx =2, 

E (S2) =DX =E(X2)-(EX)2 = 2-0 =2. 

+0 1 1 +0 — n 
µ I = EX = ［ 寸(x)dx = I (1 + 0 )x8+1dx=—- X =­

I 
_T: xf (x)dx = f。 2 +0'nm · 

令µl=X' 即
1+ 0 — —=X ，解得 0的矩估计址为 6=

2X - l 

2 + 0 1-X 

设X1'X2' … ， xn 为样本值， 则似然函数为

L(0 ) =(1+0)在仅0 < X; < 1, i = 1, 2, …, n), 

取对数得
n 

lnL(0 ) = nln(l +0)+0区 Ln X;, 

i =I 

令
d[ ln L(0)] n . ~ 

= 
d0 l +0 

+ Lln x1 =O, 
i=J 

解得唯一解 0=-
n

-1, 则 0的最大似然估计量为 0=-
n 

n ' 
- l 

凶In xj iInXi 
i=I i=I 

6.10 解
+o 0 6x2 0 

(1) EX = r: xf(x)dx = f。 7(0-x)dx =~ 

O — 由－＝X, 得 0的矩估计批为 0=2X
2 

l n 

记又＝－LX;
n ;=1 

(2) 由千 霆）＝f十万（x)dx = f芒:(O - x)dx ＝旦
- O O 矿 10
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因此 0 = 2灭 的方差为

302 0 2 02 
DX = E(X汇 (EX)巨可－（；］ ＝五＇

^— — 4 D0 = D(2X) =4DX =::... DX ＝一．
。2

n 5n 

6.11 解 (1) p = P{O < X ＜面 ＝ I勹(x )心 ＝－I 
0 a 

(2) 当 0 ~ x1 ~ a , 0 ~ x2 ~ a, … ， 0 < xn 幻 a时，似然函数为

2n 
L (a ) = f位）f伈）…f伈）=-- X1X2 …xn' 

a 2n 

显然 L(a )关于 a单调减少，且 a ;,?. max { x1, x2, …， xn ) ，则 a的最大似然估计量为

a= max{X1,X2,···,X.) . 

又由 (1) 知p=－关千 a是单调函数，根据最大似然估计的不变性，有p 的最大似然估计址为
a 

p = I 

max (X1, X2, …, X. ). 

6.12 （仅数学一） 证明 由于

从而知， T是矿的无偏估计最 ．

（仅数学三 ） 解

ET=E(灭勹叶立）－~E(S2)

- - l 2 2 
= DX +(EX)2-~ E (S 2) 。 2 6 

-—-—+µ -— 
n n n 

2 = µ -, 

ET =E(灭勹叶立）－~ E (S 2) 

= DX +(EX )2 

= µ 2 

2 2 l 6 6 
-－ E(S2) ＝—＋矿－—

n n n 
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